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PRÉFACE. 



Le troisième Volume de mon Traité de Mécanique céleste, que je 
publie aujourd'hui, se rapporte à un seul objet : la théorie du mouve- 
ment de la Lune. 

J'avais espéré un moment que je pourrais y joindre les autres sujets 
non traités encore et terminer ainsi mon Ouvrage; mais j'ai compris 
bien vite que cela était impossible, et je me suis décidé à consacrer un 
volume entier à la théorie de notre satellite. 

J'ai donné des aperçus de toutes les théories importantes proposées 
jusqu'ici, cherchant à rester clair malgré la concision qui m'était impo- 
sée. Le lecteur verra défiler ainsi devant lui les travaux de Newton, 
Clairaut, d'Alembert, Euler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson, 
Lubbock, de Pontécoulant, Delaunay, Hansen, Gyldén, Hill, 

Adams, Il n'est pas inutile de rappeler les travaux anciens, quand 

ils émanent d'hommes de génie; plus d'une tentative récente vient se 
souder aux essais antérieurs et se trouve ainsi mieux mise en lumière. 

Le Volume se termine par un exposé de l'état actuel de la théorie de 
la Lune. 

Je dois remercier M. Callandreau et M. Radau du concours qu'ils ont 
bien voulu m'apporter. Le Chapitre XVIII est la reproduction presque 
textuelle d'un Mémoire récent de M. Radau (Annales de l'Observatoire 
de Paris; Mémoires , t. XXI). 

Le Tome IV comprendra le calcul des perturbations des petites pla- 
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nètes par les méthodes de Cauchy, de Hansen et de M. Gyldén, le 
calcul numérique des perturbations des comètes, la théorie des mouve- 
ments des satellites, et une série de sujets détachés tels que : la capture 

des comètes, l'influence du milieu résistant, J'espère que la variété 

des questions donnera de l'intérêt à ce quatrième Volume qui sera le 
dernier. 



*2i septembre 1893. 
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CHAPITRE I. 

INTRODUCTION. - ÉTUDE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

<Px 



4- x(q*-h 2Çi C0S2J) = o. 



1. Étude de l'équation 



(a) 



d 1 x . . 

-j^ -h x{q % -\- iq x C0S21) — o, 



Cette équation est un cas très particulier des équations différentielles linéaires 
à coefficients périodiques, considérées d'une manière générale par M. É. Picard 
et M. Floquet. Pour établir ses propriétés d'une manière simple, nous adopte- 
rons d'abord l'exposition de M. Callandreau (Astron. Nachr., n° 2547). 

Soit f |(/) une solution de l'équation; on aura aussi les suivantes 

ty(t~hn), ip(*-h27r), <K*-h37r), ...; 

cela tient à ce que le coefficient de x est une fonction périodique de t 9 à pé- 
riode tu. On sait qu'avec deux solutions différentes, ty(t) et ty(t -h tu), de l'équa- 
tion linéaire (a) dépourvue de second membre, on peut former toutes les autres, 
T. — UL i 
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et en particulier ty(t -+- 211). On aura, en désignant par A et A, deux constantes 
convenablement choisies, 

(1) <\>(t 4-27T) - A ^(O + A^* 4-7T). ' 

Si 4»(0 et -+- rc) n'étaient pas deux solutions différentes, on devrait avoir, 
en désignant par B une constante, 

(2) lMf-f-7r) = B lMO- 

Cela posé, je dis que l'équation différentielle (a) admet une intégrale ¥(t) 
telle que Ton ait 

(3) F(*-t-7r) = vF(Of 

en représentant par v une constante différente de l'unité. 

En effet, supposons d'abord réalisée l'hypothèse qui conduit à la relation (2) : 
la condition (3) sera vérifiée, si l'on prend 

Ce cas exceptionnel écarté, nous allons montrer que l'on peut prendre 

(4) F(0 = + -h 

où v, désigne une constante. En substituant cette valeur de F(*) dans l'équa- 
tion (3), il vient, en effet, 

l|>(*4- 2 71) v)<L(J-t-7T) = VVi<|/(l), 

ou bien, en ayant égard à la formule (1), 

(Ai-hVj — v) v|;(* + 7r) 4- (A — vv,)<KO =0. 

Cette équation deviendra une identité, si l'on détermine v et v, par les condi- 
tions 

d'où 



v _ At-^y/A» -t-4A v _ - A t + s/Aî-i-4Ao 
2 9 1 2 

La fonction F(/), déterminée par la formule (4)» vérifiera bien la condi- 
tion (3). Cette condition donne, d'ailleurs, 

F(tt)^vF(o), F(-*) = jF(o), 
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d'où Ton tire 

( D ) v+-= v - 



v F(o) 

2. Considérons, d'une manière plus générale, l'équation 



dt* 



H- X ^ Çi COS 2 l7 = o, 



où le signe ^ sera supposé contenir un nombre limité de termes. On en déduit, 
en différentiant p fois, et faisant ensuite t = o, 

( d^x \ (dPx\ p(p — i) j, ( dP~*x \ 

\dtP~^ J ° \ A 1.2 Ùl \ dtP-* ) 

p(p-l)(p-2)(p-Z) ( dP->x \ 

i.a.3.4 k \dtP-' /o 

où Ton a fait 

En donnant à dans la relation précédente, les valeurs o, 2, 4. •••> puis 
1 , 3, 5, . . ., on obtiendra 



. . . = o, 



où les quantités X et [x sont des fonctions de b 09 b 2 , ... ; après quoi, la série de 
Maclaurin donnera 

(6) * = *o/(0 + *'o?(0. 



où l'on a posé 



4 



<p = * + ^— j H r ' , - -+-.... 

T/ 1.2.0 1.2.3.4*5 

Ces séries, qui sont convergentes dans toute l'étendue du plan, ne con- 
tiennent, comme on voit, la première, que des puissances paires; la seconde, 
que des puissances impaires de t. On a, d'ailleurs, 

/(o) = i, <p(o)z=o; /'(o) = o, <p'(o)z=i; 
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x et x' étant arbitraires, la formule (6) donne l'intégrale générale de l'équa- 
tion différentielle, de sorte qu'on aura aussi 

f(o=*o/(o+*;?(o- 

On en conclut 

F(7T) =X Q f(<K) + a?;<p(7T), 

F(— 7t) = œ f(iz) — x' 9(tc), 
F(o) = a? f , 

d'où 

F(7T) -+-F( — 7T) = aF(0)/(7C). 

La formule (5) donnera donc 

/ x 1 F(7T)-f-F(— 7T) r , x 

(7) v+- = F(o) L = *fW' 

On peut ainsi calculer v en partant d'une intégrale quelconque F(*) satisfaisant 
ou non à la condition (3); /(tc) est la valeur que prend, pour x = ir, celle des 
solutions de (a) qui est une fonction paire de t et se réduit à l'unité pour * = o. 
On trouve aisément 

/(O = I -(^ , + 271) -f^ + + Sgi] , 2 *3 4 - • • • • 

En remarquant que le second membre doit se réduire à cosqt lorsque q t = o, 
on en conclut,, pour /(tc), une expression de la forme 

(8) f(iz) = cos^îr -H a t 7i4- «s^J-H. . ., 

où les coefficients a,, a a , . . . sont des fonctions connues de q. Dans les applica- 
tions courantes de l'équation (a) à l'Astronomie, q n'est pas égal à un nombre 
entier, et q K est petit; la valeur absolue de /(tz) est donc inférieure à l'unité. 
L'équation (7) donne 

v =/(tt) ± s/i-ri*) ; 

donc v est une expression imaginaire de module 1, et l'on peut faire, en dési- 
gnant par h une quantité réelle, 

Les équations (3) et (7) deviennent 

(9) F(*-4-7t) = F (O, 

(10) C0SA7T=/(7r) = C0S£7T H- a t ?i+ OL t q\ H- 

Si l'on pose 

(11) e(o = E-w^F(o, 
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on en conclut, en ayant égard à l'équation (9), 

Donc 0(/) est une fonction périodique de à période ir, et l'on a, en série con- 
vergente, 

-H « 

après quoi, la formule (1 1) donne 



-+- » 



F(0=2 t, ' E(A+fl) ^" 1 - 

— a» 

F(— *) est aussi une solution de l'équation différentielle; en ajoutant et re- 
tranchant, on a les deux solutions 

^ yî/C0s(/h- ii)t et ^ rij sin(/i 4- 21) t. 

Multiplions-les par cos^ et — sin^, '| désignant une constante arbitraire, et 
nous aurons enfin cette solution 



-+- «0 



(b) x =2 Y î/ cos ( lf; i®)' w ~ ht -h ty, 9 = 2t. 



90 



Remarque. — Les raisonnements précédents s'appliquent, sans modification, 
à l'équation 

cPx 



dt* 



•+• x(q*-+- iq x C0S2* -h 2 y, cos4' + 3^3 cosô* -h. . .) = o, 



que nous rencontrerons bientôt dans les belles recherches de M. Hill sur la 
Lune : il n'en est plus de même pour ce qui suit. 

3. Détermination de h. Méthode de M. Lindstedt. — Substituons, dans 
l'équation (a), l'expression (b), dont nous avons démontré à la fois l'existence 
et la convergence; nous trouverons 

2 + aO'l^/COS^v -t- 1'0) -h co *[ w + (t + 0^] 

t >/COs[w+ (1 — 1)6] = o f 

ou bien, en changeant i en 1-1 et en/+i dans les deux derniers termes, 

2 \ IV ~~ ( A 2 O f ] ^ <7t (*î*>t + *ï/-t ) J cos(w -+- iS) = o. 
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Cette équation sera vérifiée identiquement, si nous astreignons les y), a véri- 
fier les échelles générales de relation 

('2) [(/ï-h 2îy—q 1 ]-n i = 7i(tï,+ i -hYî^j), 

(i3) [(/i — q*]fi-t= q t (n -f- Y)-/., ). 

Faisons 

04) M /= // ^ 7i m «> M -<=r7 % 

M/ et Miseront petits à cause du facteur y,, et tendront vers zéro quand i croîtra 
indéfiniment, à cause du diviseur 4* 3 * La relation (12) donnera 

t)/= M/(tj/_i-t- tî/+i), 

d'où 

(,5) ^ M < 



1 — M, YÎ/ " M 



d'où, en changeant i en * -h 1, i -h 2, et remplaçant chaque fois ^ ^ 
par leurs valeurs déduites de la même formule, 

(16) M < 



tï/-i M/M 



(17) 



1 — . 

On aura de même, en partant de (i3), 

•n-i M_/ 



> 



(.8) M "' 



i _ M-/-! M-/-, 
1 — . 



Les fractions continues (16) et (18) convergeront rapidement, parce que 
M/M I+4 , M/ +l Mf +Jf . . ., M_/ML/. f9 . . . contiennent q* en facteur. On aura, en par- 
ticulier, 

. . fit M, 
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La relation (12) donne, d'ailleurs, 

*o ( & — <2* ) — Çi ( * i "+■ ^-t ) • 

En portant dans cette relation les expressions (19) et (20) de yj, et et rem- 
plaçant en même temps les M, par leurs valeurs (i4)» on trouve, pour détermi 
ner h en fonction de q et q t9 cette équation transcendante 



7 



q 1 — (/*-+- a) 1 



1 — 



[? ._ ( A- t . 2 )«][ (y »-(A + 4)'] 

7Ï 



I 



[y'-(/i-i-4) , ][«7 1 -(A + 6)'] 

1 — . 



7? 



1 — 



y 1 — (A — a) 1 

il 



L>7*— (A_a)»J[<7«— (A — 4) 1 ] 



I 



<7? 



[^-(/ t -4)'][y 1 ~(A~6)'] 

I — . 



Le second membre de cette équation ne change pas quand on remplace h par 
— h; de sorte que, quand on prendra les réduites correspondantes des deux 
fractions continues, on aura, pour déterminer h, des équations algébriques qui 
ne contiendront que des puissances paires de l'inconnue. La convergence des 
fractions continues précédentes a été examinée complètement par M. Bruns 
(Astron. Nachr., t. CVI, n° 2533). 

Nous allons développer les résultats généraux qui précèdent, en supposant 
q K petit; si nous consentons à négliger seulement q% l'équation (c) pourra 



s'écrire 



9\ 



I -+- 



9\ 



Ç 1 -(A-a)M [^-(/ l - 2 )*][^_-(A-4)»] 



ou bien, en effectuant les calculs, 



q 1 — h*= 2q] 



q*— h}— 4 



») 



2q 



4 y g — ^(3A'-f-a4)4- y'(3A 4 -h 128^ + 144) — A 6 — io4A»~656A t - 256 
1 4)*— iôA 1 ] 5 — fi 1 — i6)« — 64A 1 ] 



Cette équation se prête très facilement aux approximations successives. On 
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peut d'abord négliger la deuxième partie du second membre et remplacer, dans 
la première, A 2 par q 2 , ce qui donne 

(22) g *-h* = - , /*'=:?'-+- Ç * 



i6(i- ? ")' . ' 2(1-^) 

On peut maintenant remplacer A 2 , dans le terme en q] de l'équation (21), 
par q 2 , et par la valeur (22) dans le terme en q\ ; il vient ainsi 



. 2 2(1 — q*) H-27* 



t 1 — y* 

_ y? t 3 — y 1 t i + ay'' 

— 2(1 — 9') 16(1 — y»)» 9| 3a(i — v')*(4 — ? 4 )' 

d'où 

On en conclut, par la formule du binôme et avec la même approximation. 

. T îî > i5 9 *-35?'+8 

/l = 4' + 4?'0-?') ~ " Mg*(»-g«)»(4-g') J ( } ' 

Telle est la formule qui nous permettra de calculer A dans les applications. 
On peut écrire aussi 

C0S/l7T = COS q 7T -+- , / rr — g, ,/ rr^jj t^Vi 7 * » 

d'où, par la série de Taylor, 

cosA7r = fi — 5 — ^r^- — rr: +. . .1 cos^t: 
. L 32^(1 — g*)* J 

(2 ' { f 7?7T i5<7*-35<7' + 8 . 1 . 

L 4^(1 — <1 % ) 64^r 3 (l — çr s ) 8 (4 — 9 ) J 

Cette équation a été employée par M. Adams, comme nous le verrons plus loin. 
4. Calcul des coefficients vu- — Nous allons effectuer ce calcul en négli- 



( 1 ) Le terme suivant dans le crochet est 

10 5gio— ii55g 8 -h 38t5<7 6 — 47059»-+- \Ç>Hq*— 288 
~~ 9Î 256^(1 -7*)' (4 — ^JHQ— 9 f ) 
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géant q\. Les formules (19) et (20) donnent d'abord 



9 



- = M,(n-M,M,), — =M_,(n-M_,M_,). 



On a, d'ailleurs, 



M = ?i <l± ^ 71 . s 3+7 

1 (A + " 7» 7' 4(n- 7 , 7l 329(n-f)*(i-^)' 

4 ^ 2(1-7*) <7('-<7 2 ) 

"i (/ï — 2) 1 — çr* - y? _ 7Î 4(1 — ^) 71 32^(1-^(1-^)' 

14 4 ^ 2 (,-^) 7(1-7*) 
__ <7i _ 7i 



M — 71 — Y1 
1 -(A+4) , ~^ ~~ 8(2 + 7)' 



<7i 7t 



(A-4)t- 7 * 8(2-9) 



Il en résulte, après quelques réductions, 

_ 3 <7 3 -t- 4 y 8 -h '5? -t- 16 

~ " <7t i287(i-hy) 3 (2 4-y)(i — 7)' 

_ » 7 3 — - 47*4- i5y — 16 

On a ensuite 

[ 2 , = M_ 2 , 

d'où, en remplaçant y],, y]_,, M 2 et M_ 2 par leurs valeurs précédentes, 

rit _ 7Î ^ y] 

Yî 32(L-^-7)(24-7) , Yîo 3i(i — 7) (2 — y)' 





_ 7i 




4(14- 9) 








""4(i -y) 











On a enfin 



(?4-6)*-<7 s 12(3-4-^)' 



Ti—i ' (qsy-ç 2 12(3-7) 
■fh 7] îbî — 2î 

Y>o ~ 384(i 4- 7) (2 + 7) (3 -1-7)' yîo 384(i -7) (2 -7) (3 -7)' 

En tenant compte de tous ces résultats, l'intégrale générale (b) de l'équa- 
T. - III. 2 
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tion (a) peut s'écrire ainsi 



X 



(e) 



TT"^ 7 ~ <7Î q , ^\ï"7 —r-, r +. . • COS(lf -h 9) 

4(i-H<y) 71 i28^(i-h^) s (24-7)(i — ?) J 
^[ 3 2 (i4-J)(a-H y) ^''-] CQS ^ + 2 ^ 

5T7 "T7 : + C0S(w — 2 9) 

5 84(.-H y )(î + y )(3 + y )- > - •] C0B <"' + 39) 

+ Uu -?)(*- 7) (3-?) ( - • '] 3 S) 



On pourra consulter avec Truit un Mémoire de M, Poincaré (Bulletin astrono- 
mique, t. III, p. 57), dans lequel les formules (d) et (e) sont établies par un 
procédé entièrement différent. 

5. Intégration de l'équation (a) avec second membre. — Nous considé- 
rons l'équation 

d} x 

(a 1 ) -^j- -\-x(q*-\- 2Çi C0S2*) — W, 

où l'on a 

(24) W = 2 H/cosO/, Bt = /,*-+- b i9 
H/, /, et b t désignant des constantes données. Posons 

Ci = Y) cosiJ>, C s = — Y) sinip, 
oo x — cos ht -f- [ ^(^y) "" cos(A«-4-9)h- [4(73^) ' ] cos(A*— 9)-k.., 

(25) { 

x x — sin ht -h [^(^y) — ■■•] •] sin(A* — 9) 

x f et a? a seront deux solutions particulières de l'équation (a) vérifiant donc 
identiquement les relations 

d i x l , . 

-^r -+-' r i(^ , + 2 7i cosai) = o, 

(a6) < d*x 
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II 





d>x 


*' dt* 


** dt* 




dx< 


,r ' dt 


Xi dt 



d'où l'on conclut 

d i x i d t x i 

(27) 

c désignant une constante. L'intégrale générale (e) de l'équation (a) pourra 
être mise sous la forme 

(28) x — C i x l -h Ctx t . 

Nous conserverons la même forme pour représenter l'intégrale générale de 
l'équation (a'), mais C< et C a seront des fonctions de t qu'il s'agit d'obtenir. 
Nous n'aurons qu'à suivre la méthode générale de la variation des constantes 
arbitraires; nous astreindrons d'abord C i et C 2 à vérifier les relations 

/ v ^Ci dCi 

(a 9 ) x >-dr+*>-dr = ° ; 

nous aurons ensuite 

o \ d*x _ d l x i d t x i dx t dC x dx t dC s 

(6o) 7^ *~3ï r "15*" W "df ~df W 

Substituons les expressions (28) et (3o) dans l'équation (a') et tenons compte 
des relations (26); nous trouverons 

« dx t dC { dx 7 dC t _ w 

Les formules (29) et (3i) donneront, en ayant égard à la condition (27), 

d'où, en désignant par 8C, et SC a les variations de C, et C 2 , tenant à la présence 
de W, 

ÔC t - - ^ j\ïx t dt, ÔC, = i j Wx.dt. 

La formule (28) donnera, pour la correction Sx de l'expression (e), 

èx ^= Xi dCi Xf iCj , 

ou bien 

àx =z ~ (x t J* Wxi dt — x x j* Wx t dt^j . 
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11 est possible de mettre cette expression sous une forme qui facilite les cal- 
culs; désignons, en effet, para-', etx 2 ce que deviennent x i et x 2 quand on y 
remplace * par/'; nous pourrons écrire 

(32) àx — i^J'w(x i x , t — x t x\)dt^ , 

en convenant de regarder dans l'intégration t' comme une constante et faisant 
une fois l'intégration effectuée. 
Nous allons calculer 8x en négligeant q\ ; les divers termes dont se compose W 
seront toujours petits dans les applications, et l'approximation ainsi obtenue 
nous suffira; il sera d'ailleurs facile de la conduire plus loin si, dans une ques- 
tion spéciale, on le juge nécessaire. Nous pourrons donc prendre 



4(i + ?) 



x t — sin ht 4- 



x\ = cosA/'4- -f-r^- — . cos Uh 4- 2) t'] 4- y—^ — cos [(A — 2) *'], 

1 4(1 q) L ' J 4(i — q) L J 



4(1- 


q) 






4(i- 


q) 






4(i- 


q) 






4(i- 


q) 



cos [(A — 


»)<]. 


sin [(A — 


2)1], 


cos [(A — 




sin [(A — 


2)t']. 



1 4(n-<7) LV 

Nous en déduirons aisément 

(33) c =zx x — Xl ~3fc —h-\-... = q-\- des termes en q\, 



OC « i27 



' t - x x x\ = sin A(* - *') 4- j sin [(A 4-2)/- A/'] -h sin [A/ — (A -h 2) /']) 



4- J sin [(A — 2) t — A*'] 4- sin [A* — (A — 2) /'] j. 

11 faudra multiplier cette dernière quantité par l'expression (24) de W. Un 
terme quelconque du produit — W(x t x[ 2 — x 2 x\) sera de la forme 

— H, sin [(A 4- y ) t — (A 4- y') t'] cos(/ 4 * 4- 6, ) 

- - - H, sin [(A 4-y 4- /,)> - (A 4-y ') /' 4- *,] 



i H, sin [(A 4-y — h) t — (h +f) <'-*,]; 



en intégrant, on trouvera 

„ cos [(h+j + l { ) t — (h +,/') i'+ b,] cos [(A 4-y- * - (A +/) t' — b,] 

a(A + ' a^+y-/,) 



INTRODUCTION. 

Quand on fait t' = i, cette expression devient 



i3 



cog [(y-/)* -4- 6,] |f cos [U-f)t-6 t ] 
On devra ensuite donner à j et f les valeurs 

y = o, y'=o; y = 2, y'— o; y = o, y'=a; 
y =—2, /' = o; y = o, /' = — 2. 

On trouvera ainsi sans peine, en ayant égard aux formules (32) et (33), 

+ . T f— — ! + _J_}cos(9,-*-0) 

4(14-9) L \<7 + a4-/ / 9 — /// 

(/) ( 4- f ! t- 4- — COS (0,-0)1 



4- 



7 + 


a 4- 




1 


-// 




i 






i 


</ + 


a — 




1 

9 


+i> 




i 






i 


7 — 


a — 
i 




! 

9 


4- // 


9 — 


a 4- 




l 

9 


-// 



i-ç) cos (9,- 9)] J 

On voit que, si Ton néglige q*, chacun des termes H 4 cosO, de W en produit 
trois dans Sa?, avec les arguments 0,, 0,-zfc 0; si l'on gardait les termes en q% on 
aurait les nouveaux arguments 0,-zfc 2O. 

L'intégrale générale de l'équation (a') sera la somme x -4- &r des expres- 
sions (e) et (/). 

Dans les applications à l'Astronomie, nous rencontrerons l'équation (a?) 
sous une forme un peu différente, savoir 

x 

(A) -^â 4- x [Q*4- a a cos (ïv 4- (3)] = ^ A/ cos 4- (3,) = ^ A,cos3,. 
On passera de l'une à l'autre en posant 

Nous ferons en même temps A = ^ {x, et nous trouverons sans peine que l'in- 
tégrale générale de l'équation (A) s'obtient en posant 



(B) 



_ n f" a» t aX* — 35X*Q'4-6oQ* "j 

L I + Q i a i -4Q 1 ) a 4Q'tt 1 -Q 1 )tt a -4Q f ) a + '"J 
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Ct 



| X =c TQoCOSMP'-H |y} ^ 2 Q C0S ( W -^^V + fi) ~*~ l _ ! 2 Q CQS ^ — ^ — 



( X_Q)(X-aQ) 

-+- 



1 cos(«' — aXi» — 2(3)1 



(C) 



2 Q^\Qh-X, Q — A,-/ 

ÏX~q2[ X + aQ (q + X + X, + Q^T,) 

5 — — rfl K S T~ -+- ^ ' , ) AfCOS(3/-t-X(>-+-û) 

X-2QVQ — X — X, Q-hXJJ r/ 
1 



Les termes non écrits dans la dernière partie contiennent en facteur a 2 , a 3 , ... 

et les arguments â rf ± 2(At> -h P), & f ± 3(Xt>-+- (3), On pourra consulter, 

pour plus de détails, la page 7 de mon Mémoire Sur une équation différen- 
tielle, etc. (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II). 

6. En terminant ce Chapitre, nous croyons utile de montrer comment on pour- 
rait développer la fonction paire f(t) du n° 2 suivant les puissances de q s ; on 
en déduira un autre procédé pour obtenir la quantité /(tc), qui joue un rôle im- 
portant, comme on Ta vu ci-dessus. 

Nous ferons 

(34) œ — \ ^- ^Xj-h^JXj-h. . .; 

en substituant dans (a) et égalant à zéro les coefficients des diverses puissances 
de q n on trouvera 

-+-? f X = O f +-? î X 3 -4-2X î C0S2*=O, 

?*Xi-f- aX cos2* = o, ~^fir -t-^XiH- 2X s cos2^ = o> 

^J^* -h ff*X,H- 2X1 C0S2* ==i O, . . 1 * 

al* 
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Nous prenons comme intégrale de la première de ces équations 

X = cosgt. 

Il suffira de trouver des intégrales particulières des équations suivantes, et 
l'on pourra négliger les termes en cosqt parce que le coefficient de cosqt dans x 
est supposé égal à i ; on trouve d'abord 

—j ti - 4- <7 s Xi 4-cos(7 + a)/ + cos(<7 — 2) * — o. 
On en déduit sans peine 

/2 . x v _C0S(?-h2)/ C0S(^r — 2)1 

(3a) X «- + H 40-9) ' 

L'équation différentielle relative à X a devient alors 

+ ,iy . cos(y-+-4)' 1 1 C02g , , cos(y-4)< 

4(14-7) + 2 ,-^ cos ^ + 4(i-?) " 

On voit ainsi s'introduire un terme en cos<//, qui fera sortir, dans X 2 , le temps 
des signes sinus et cosinus. On obtient facilement 

(36) X — . cos(y-fr-4)< t cos(7 — 4)< Jsin?* 



32(1-4-?) (2 4- 7) 32(i-<7)(2 — 7) 47(1 — 7*) 



On trouve ensuite 



( , Y ( C0S(7 4-6)* ( C0S(?-H2)^ 

7 Aj 



* * 32(i 4- 7) (2 -H 7) 32(14- q) (a 4-7) 
cos(? — 2) * cos(7 — 6) * 



32(1 — ?) (2 — q) 32(1 — 7) (2— 7) 

*sin(?4-2)f *sin(? — 2)* 

~~ 4?(ï-7 1 ) 4?(i — 7*) ~~° 



d'où 



A *- 384(i 4- 7) (2 4- q) (3 4- 7) 1287(1 -7*) (14-7)^2 + 7) COS ^ a; ' 

, 7» — 4<y*4- 157 — 16 cos(7 — 6) t 

(37) < ~ i287(i-^)(i-.7)«(a-7) C ° S ^ a, '" + " 384(i-7)(2-7)(3-7) 

t sin(? 4- 2) * * sin(? — 2)1 



167(1 -?*)(' + ?) 167(1 -7 1 ) (1-7) 
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On trouve ensuite, après réduction, 

rf,X * • „*Y cos(y-t-8)* 2? *+ii 9 '+4o?'+9'7-t-7=» , ,v. 



dt* ^^384(i + 9)(a-+-7)(3 + 7) 1927(1 - 7») (1 + y)* (a + 7) (3 + y) 

a? »_ 117»+ 407'- 91 7 + 72 cos(y — 8)f 

i 9 2 ? (i-^)(i-9)'(3-?)(3-^) VV 4; 384(i-f)(a-f)(3-f) 

*sin(74-4)* <siny< lsin(7 — 4)* i3y*— a5 

l6q(l-q*)(l + q)~ $q(i-q*y~ i6q{i-q , )(i-q)~3*{i-q*)>(( t -q*) COSq °' 



et il en résulte 

cos(q-i-S)t 7*4- 77'+ 327*4- 747 -+- 54 



6i44(H-y)(a-H?)(3 + 9)(4-l-7) 768?(« - 9 1 ) (' + -H ?)* (3-t-f) 



cos(7 4- 4) < 



7*-7?'+ 3a 9'-747 + 54 , , u . cos(?-8)f 

(38)/ 7«8?(>-5'*)('-7) , (a-9) l (3-y) u 6i44(i - 7) (a-?) (3-7) (4-?) 

f sin(7 4- 4) t < sin(7 — 4) t 

~~ 1287(1 — 7') (1 + 7) (a + 7) 1287(1 — q'-) (1 — 7) (a — 7) 

157»— 357*4-8 . _ <* cosqt 
+ 647'('-9 , )'(4-7 1 ) m ^ 327«(i-7>)'' 

L'expression cherchée pour a; se déduit maintenant des formules (34), (38). 
Si l'on donne à x dans cette expression les valeurs o et ir, on trouve les ré- 
sultats 

» 71 g 1 -h 2 , 7'+ 127» — 1437' 4- 226 , 

' 0-l4 ~ 2(1-7') + i6(!-7 , )(4-7') 9 ' + 32(i-7')'(4-7 , )(9-?*) 9 ' 
_ 37" — 337» ■+- 1097* — 5o437 4 4- 419887* — 543o4 4 

l024(I-7 , ) ^ (4-7 , ) 1 (9-7 , )(•6-7 , ) ^« + --' 

|, = cos77t 3ayt( f_ ? .). yî + • • J 

f_ g\ 7? i57*-357«+8 k 

in * W L 47('-<7 t ) 87(i-7»)' + 647 , (i-7 ï ) J (4-7 , ) ? ' 

647( I -7')'(4-7*) 91 J' 

On en déduit, en divisant la seconde expression par la première et réduisant, 
/<*) = | = cos77r [1 - 3ag>( "L y>) , ?} + •••] 

[' <7Î 157'- 357*4- 8 1 

- » sin ?* [- 47(7^) ^ 627'd - 7')' (4 - 7') y< + • • • J ; 
c'est la formule (23). 

Avec le mode de calcul qui précède, le temps sort des signes sinus et cosinus; 
l'introduction d'une fonction convenable de q et q K% dans h, sous les signes 
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sinus et cosinus, a précisément pour objet de remédier à cet inconvénient. On 
peut remarquer que, pour rectifier le développement, il suffit d'effacer les 
termes contenant les puissances de t et de remplacer qt par l'argument ht. 

J'ai examiné ailleurs (Bulletin astronomique, t. IX, p. 106) ce qui arrive lors- 
que q est égal à un nombre entier, auquel cas les formules précédentes tombent 
en défaut, à cause des diviseurs q — 2, q — 3, . . . , dont l'un s'annule alors; j'ai 
démontré que, pour q = ± i et q = ± 2, si q K est assez petit, la valeur de h est 
imaginaire, de sorte qu'il s'introduit dans la solution, en dehors des signes 
sinus et cosinus, des exponentielles réelles; pour les autres valeurs entières 
de y, h est réel. 

Je donnerai, en terminant, la liste de quelques travaux se rapportant à l'équa- 
tion (A) : 

Lagrange. — Œuvres, t. I, p. 586. 

D'Alembbrt. — Opuscules, t. V, p. 336. 

E. Mathieu. — Journal de Liou ville, 1868. 

Heine. — Ha nd bue h der Kugelfunctionen, t. I, p. 4*>4- 

Lindstedt. — Mémoires de l'Académie de Saint-Pétersbourg, t. XXI, n° 4^ 

Gtldén. — Divers Mémoires. 

Bruns. — Astron. Nachr., n os 2533 et 2553; i883. 

Callandreau. — Astron. Nachr., n° 2547. 

Lindexann. — Mathematische Annalen, t. XXII, p. 117. 

Stieltjes. — Astron. Nachr., n os 2601 et 2609. 

Poincaré. — Comptes rendus, t. CVIII, p. 21. 

Harzer. — Astron. Nachr., n os 285o et 285 1. 

Nous appellerons désormais l'équation (a) équation de Gyldén-Lindstedt. 
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CHAPITRE IL 

INTRODUCTION. — ÉQUATION DE M. HILL. 



7. Étude de l'équation 

(a) -h ^(çr'-r- 27, cosa J -h 27, cos4* -+-. . .) = o. 

Si nous posons 
nous pouvons écrire 

-+- • 

— m 

Nous avons vu, dans le Chapitre précédent, que l'intégrale générale de cette 
équation peut être mise sous la forme 

(O ^=2^^. 

On en tire 

En portant ces valeurs de a? et de dans l'équation (A), on trouve 

j i — - 

d'où la relation générale 

0* + V) ,fe y=2 



INTRODUCTION. 



'9 



qui donne, une fois développée, 



ou bien 



... — bj- t q t — bj-\<h-+- [j]bj— bj+ x q x — bj^q* — . . . = o, 

en faisant, pour abréger, 

(2) (fA+V) f --? a =[/]. 

Si l'on donne à j les valeurs . . — 2, —1,0, -f- 1, 2, . . ., il vient 



(3) 



[-a]*-. 

<hb- t 

74 



q\b-v 

[-1]*-. 

Çib-t 

q*b- x 



Çib Q 
q x b 

[o]*. 

<]ib Q 

</ib 



q 3 b x 

g%b x 

<1\b x 
[1]*. 



7* ^ 
[a]*. 



o, 

o, 
o, 
o, 



Les calculs du Chapitre précédent, qui se rapportent au cas de q % = o, 
q. 2 = o 9 donnent à penser que b ±i décroît rapidement quand i augmente. 
S'il en est ainsi, et si Ton peut négliger è 3 et les équations (5) se réduisent 
à cinq équations homogènes et du premier degré, contenant les cinq inconnues 
£_ 2 , b. b , b t9 b 2 . L'élimination de ces inconnues donnera 





[-»] 


— 7t 


— <7* 


— 7» 


— «74 




— <7i 


[-<] 


-<7i 


— 7t 


— 73 


(4) 


— <7* 


— <7i 


[0] 


— 7i 


— <7* 




— <h 


— <7* 


- <7i 


[0 


— 7i 




— <h 


— V» 


— 7î 


— '/i 


[«1 



Les éléments de ce déterminant sont des fonctions de quantités connues, 
les q g9 et de |x qui figure dans les quantités [— 2], [2], d'après la rela- 
tion (2). L'équation (4) est du dixième degré en |x. Les équations (3) donne- 
ront les rapports ^> ^ et g 5 - Si l'on conservait b k et ft_ 4 , on aurait, pour 

déterminer une équation du quatorzième degré, obtenue en égalant à zéro un 
déterminant de sept lignes et de sept colonnes. En continuant ainsi, on tendra 
vers un déterminant ayant un nombre infini d'éléments. 



8. La convergence d'un tel déterminant a été examinée par M. Poincaré (Bul- 
letin de la Société mathématique, t. XIV, p. 77-90). Il faudrait, pour la rigueur 
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absolue, faire intervenir le Mémoire précédent; nous nous bornerons à y ren- 
voyer le lecteur. 

Soit0([i.) = o l'équation transcendante obtenue en égalant à zéro le déter- 
minant limite. On peut pressentir certaines propriétés des racines de cette équa- 
tion en supposant q % = q 2 = . . . = o. Dans ce cas, le déterminant se réduit à sa 
diagonale 

... [-2][-l][o][l][2]..., 

et l'équation 0(|J.) = o devient 
ses racines sont 



... ±(14-7), ±:(4-?), ±(2 + q), db (2 -g), ±q, 

elles sont égales deux à deux et de signes contraires. Les racines de 0([x) = o 
différeront peu des précédentes si les quantités q i9 q 19 ^. sont très petites. Prou- 
vons qu'elles sont aussi, deux à deux, égales et de signes contraires; il en est 

même ainsi de toutes les équations A 3 = o, A 5 = o, En effet, si l'on change 

(x en — (jl, [— 2] et [— 1] se changent respectivement en [2] et [1], et inverse- 
ment, et le déterminant (4) conserve la même valeur au signe près. 

D'après les conclusions du Chapitre précédent, l'équation 0(|J.) = o doit être 
de la forme 



(5) 



COSfXTT q u q t} ...)• 



On voit que ses racines sont bien égales et de signes contraires. Si |x est une 
racine de l'équation (5), |x -t- 2 en est une autre. Il en est bien de même pour 
l'équation limite 0(|J.) = 0. Considérons, par exemple, A 5 , et Soit A^ ce qu'il 
devient quand on change [/. en (x-h2, ce qui remplace [—2], [2] par 
[— 1], . . ., [3]. On aura 



[— 1] —q x —q t — 73 

— <7i [o] —qi —q t 

— <7s —7? — <7i [2] 



— <7a 

— ?i 
[3] 



On voit que, si dans A 5 et AJ on supprime une ligne et une colonne, comme 
on Ta indiqué par des traits, on obtient le même déterminant. Or, en admettant 
la convergence, la soustraction indiquée produit un effet qui tend vers zéro, 

lorsqu'au lieu de A 5 on considère A 6 , A T , Ainsi donc, si tx est racine, il eji 

est de même de |x =b 2, [/. dt 4, Soit |x l'une des racines; l'équation (5) 
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pourra s écrire 
(6) 

On peut faire 



COSjJLTC — COSfX 7T = O, 



C0S/JL7T = 



(fi — 2/1)*— — ^ — q t 



pour n 
— <7n 



— 00, 



— q,i —<in-\ —qni> ... (jA+a/t)'-^ 



— limA, l+ i, pour a: =00. 



Les équations étant du même degré, ayant des racines égales deux k deux, ou, 
du moins, dont la différence tend vers zéro, leurs premiers membres doivent 
avoir un rapport F« indépendant de p. On aura donc 



cosfX7r — cosp 7r = limF, 4 



(jx — 2/i) 5 — q 1 — <7i — 7î 



— 7« 



En faisant (jl = o, il vient 



(7) 1 — cosf/ 7t = limF rt 



(2/i) s — q r — q t 

— q t (2/1 — 2) s — q* . 



— 7a 

— Çn-l 

(2/1)*—^ 



Si l'on suppose y 4 = y a = . . . = o, l'équation (a) se réduit à 



d'où 



on a donc 



b x =b % = . . .= 6_j= 6- t = . • -= o, fi = fx = ?• 



On peut donc faire, dans l'équation (7), 



d'où 



f*o=7> q l = q t — ... = o; 



1 — C0S^7T = limF rt 



(2/1)*— q* 

O (2/1 



O 

-2)*- ,7' 



o 
o 



o 



(8) 



o (2/1) 1 — q* 

1 — cos^t: = lim F«[(2/i) î — 7*] [(2/1 — 2)* — <7»]. . .[(an) 1 — 
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Si l'on divise (7) par (8), et que l'on divise par n 2 — q 2 la première ligne, 
par (n — 2)* — q 2 la seconde ligne du déterminant qui figure dans la for- 
mule (7), il viendra 



7T 

si 11 2 - u 
2 1 

. „ 7T 
SI f 1 - q 
1 



— lim 



— 7. 



(2/i — 2) 1 — q i 



7« 



( 2 n y — q : 



7i 



(2/1)*— f/ 2 (2/i)* — y 2 



— 7«- 1 



(2 /i — 2) 2 — <7 S 



(2/*)* — (2«) ! — q* 



7« 



(iny—q* 
(2 /i — 2)* — r/ 3 



ou bien, en mettant en évidence les parties centrales du déterminant, 



c) 



. ,71 

sin* - u 

2 r 

sin 1 - q 

2 7 



4- 


I 


7i 


7* 


7s 






4*-7 2 


4 2 -7 2 


4* -7* 


4 2 -7 2 




7i 


4- 1 


7« 


7* 


7s 


2* 


~7 2 


2*— tf* 


2*— 






7^ 


7i 


-h 1 


q* 


7* 


O* 


-7 J 


O* — q 1 


o i —q t 


o* — 




7* 


7? 


7« 


4- I 




2 S 


-7 2 


2*— </* 


2 1 — ? 2 






7. 


7' 


7* 


7i 


-h I 


4 2 


~7 2 


4 2 -7* 


4 Î -7 Ï 


4 2 -7 4 



Il ne reste plus qu'à ordonner suivant les puissances des petites quantités 
q K% q, y ... ce déterminant, dans lequel tous les éléments de la diagonale sont 
égaux à -+- 1. 

Désignons l'un quelconque des éléments par a t -j 9 i étant un entier positif nul 
ou négatif qui représente le rang d'une ligne horizontale au-dessous ou au- 
dessus de la ligne médiane du Tableau (c); y représentera de même le rang 
d'une colonne verticale, à droite ou à gauche de la colonne médiane. On voit 
immédiatement que l'on aura 



(9) 



a iJ — 



<Ii-J 



Les éléments de la diagonale seront donc 



#-î t -i» tf-l,-l> a t 09 a l t l* a 2,î» •••• 
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Considérons, en particulier, dans cette diagonale les termes 



« « « • 



En permutant les premiers indices deux à deux de toutes les manières pos- 
sibles, et prenant les divers résultats avec le signe -+- ou le signe — suivant 
que le nombre des permutations est pair ou impair, on aura les divers termes 
du déterminant. 

Le terme principal de A est -+- 1 ; les termes déduits des permutations des 
deux indices contiendront les produits de deux des quantités q { * q 2 , ... ; il en 
entrera trois dans les permutations de trois indices, etc. Les quantités q i , y,, . . . 
étant supposées très petites, on comprend qu'on pourra s'arrêter assez promp- 
tement dans ces opérations. 

9. Permutations de deux indices. — Distinguons dans la diagonale deux 
termes quelconques, en écrivant 



... i x i x ... x a /0 ., x i x ... x a ittif x i x 
permutons les premiers indices; le terme deviendra 

— a iui.X 

ou bien, en vertu de la première des relations (9), 



• • • » 



[h] [h\ [*o][«i] 

On aura donc, en désignant par (II) la portion de A qui provient des permuta- 
tions de deux indices, 



du =-22 



I«o] 



On peut poser 
ce qui donne 



i x — i -h k, k> o, 



il 



<»>=-2 M 



ou bien 



L«o| [*o-*-*] 

/, = -»-• k = 1 



On peut obtenir des valeurs simples des coefficients de q\, q\, .... On a, en 
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effet, en se reportant a la signification (9) de [f ] et de [t -h i] et posant 



(ia) 2 1 /• i r / / 1 ~ 16 jL 



Or la décomposition des fractions rationnelles donne 

1 a b n 



où l'on a fait 

A _ l R I 

20Â(20 — *(>k(iQ + k)' 

On a d'ailleurs, par une formule connue, 

1TC0t«fl=2 = 2 9=^ =2 Q + l+k = 2 fl-^-*' 

'O '0 '<! *0 

où /„ varie de — 00 à -h 00. La formule (12) donnera donc 

2 1 1 / a . û 7TCOt7T0 2 7 

Î7j[; +F) = 8 (A + «)««>^ - 8W^'*> = 47(?-^)' 

'0 

En portant dans l'expression (11), il vient ensuite 



TU cot - q 



(i3) 



Nous représenterons par (I) le terme principal de A, ce qui nous donnera 
04) (I) = + i. 

10. Permutations de trois indices. — Soient les trois termes de la diagonale 

<*'V.> a iuhf */.,/.» h < h < «i ; 

nous devons permuter les premiers indices i , i <f i 2 de façon que tous changent 
de place; nous n'aurons que les deux permutations 

• ■ • • • • 

l \> l Î9 5 *2> 'o> 'l» 

qui résultent d'un nombre pair d'échanges de deux lettres. Les termes corres- 
pondants doivent donc être affectés du signe -h, ce qui nous donnera 
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On aura donc, en désignant par (III) la portion de A qui provient des permuta- 
tions de trois indices, 

(III) = 2 ^ ^ ^ — 'n^'V-'i^'t— 




['■.] [''•][«■.] 

«I «1 

On peut poser 

ii — Iq-+~ k) if m 1 1 -+- Ar', 

A: et £' désignant des entiers positifs différents de o; il viendra 

<"•>=- 2 2 2 rrrn ,,, " f ~ 



['.]['.+ *][!.+ * + *'J 



Si nous attribuons h k et k' les solutions A = i, k=i; A = i, k'=i; 
k = i, k' — \ \ k = i 9 k =3; k= i, k = 2; ... des équations 

k + k'=2, /r-h^'— 3, /: -h k' = 4, 

nous trouverons 

( ' ~ \Uo] u,+ «] ih+ a] + [«.] [».+ 1] 3] t [i.] [i 9 + 2] i/ + 3j; 

— «0 

-h» 

_ a V / 9iÇz<J* TÎTi 7i7a<7» \ 

^ \[<o] [i ] [i + *J [i + 4] + [i ] [i D + 3] [i -h 4]/ 



Si Ton considère les quantités q g comme petites et d'un ordre marqué par 
l'indice «, on peut se borner à la première ligne de l'expression précédente, en 
négligeant seulement le huitième ordre. On trouve ensuite aisément, en opé- 
rant comme plus haut, 

Y i i_ 3<y' — kk'-4- k fi ) 

^*Ï4][«o+*][i +^]- 16 7 (^_^)( 7 *-/:^)[^-(A-^)'] 7rCOt r / ' 

et il en résulte 

_î_ I 37*— 3 7T 

>ri 1 1 3<7 2 — 7 7T 

['«][4-t-i]['.+ 3] - ~ 76 y(y*-i)('/ , -4)(<7'-9) " S 7, 

^1 1 1 3<7* — 7 7t 

^ ÏOTf+âïT^+T î _ 76 çr(7 , -0(7 , -4)(Y 1 -9) * 2 7 

( III ) = » cot - g [_ g -__ î _ + g — — i )(4 _ y , )(9 _ yl) „ j . 

T. — m. 4 
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Nous nous bornerons à ces indications, renvoyant, pour le développement 
complet du déterminant, au beau Mémoire de M. Hill, On the Part of the lunar 
Périgée... (Acta mathematica, t. VIII). C'est la reproduction, avec quelques 
additions, d'un Mémoire publié à Cambridge (États-Unis) en 1877. 

11. Il nous reste à donner quelques indications sur la manière d'éliminer les 
quantités b t des équations (3) : deux quelconques de ces équations peuvent 



s'écrire 



L/]fy-~2 biqj-i = o, i— j étant excepté dans le 



1 — V )) 



d'où, en multipliant ces équations respectivement par -h 1 et — ?~J> de façon 
à éliminer 6 V , 

^([yi-^)-2K''-< +î T7r)= 0: 

t ne doit prendre, dans cette formule, aucune des valeurs j et v. On peut écrire 
ce résultat sous la forme symbolique 

On pourra de même éliminer b+ entre deux telles relations, et le résultat 
pourra être mis sous la forme 

m 

t 

dans cette formule, on ne devra attribuer à i aucune des valeurs /, v et v'. On 
peut continuer ainsi jusqu'à ce que tous les b ayant des valeurs sensibles aient 
été éliminés; il ne restera plus que l'équation 

[y]<v,v\v',...)_ G> 
d'où, en supposant que Ton ait pris / = o, 

C'est l'équation qui détermine [i., dont on peut calculer ainsi la valeur numé- 
rique sans faire usage du déterminant A. Cela revient à éliminer successivement 
les quantités b i9 au lieu de les chasser d'un coup. 
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THÉORIE DE LA LUNE DE NEWTON. 



12. Newton a fait le premier pas dans l'étude des mouvements de trois 
corps soumis à leurs attractions mutuelles. Ses tentatives, pour le cas général, 
ont abouti aux propositions LXVI à LXIX du premier Livre des Principes (Sec- 
tion XI), qui donnent plutôt des indications que des conclusions précises sur 
les mouvements des corps. Voici deux des énoncés : 

Proposition LXVI. — Trois corps s'attirent en raison inverse du carré de la dis- 
tance; les plus petits, P et S, tournent autour du plus grand, T. Je dis que le 
corps P, le plus voisin de T, décrira autour de ce dernier des aires qui appro- 
cheront plus d'être proportionnelles au temps, et que l'orbite de P approchera 
plus d'une ellipse ayant T pour foyer, si le grand corps T est attiré lui-même 
par les deux autres, que s'il était en repos, ou soumis à des attractions suivant 
une loi différente. 

Proposition LXVII. — Le corps extérieur S décrit des aires plus proportionnelles 
au temps et une orbite plus voisine de la forme elliptique autour du centre de 
gravité des corps intérieurs P et T qu'autour du plus intérieur T. 

Sans suivre Newton dans ses démonstrations, nous croyons utile de repro- 
duire sa construction géométrique pour la décomposition de la force perturba- 
trice. 

Soit SN = ST (fig. i) la moyenne distance des corps P et S; l'attraction de S 
sur P, à cette distance moyenne, peut être représentée par la longueur SN. 
Si l'on prend sur son prolongement un point L tel que 



(0 



SN ~ \ SP / 9 
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SL représentera l'attraction exercée par S sur l'unité de masse de P, à la dis- 
tance SP. La force SL peut ensuite se décomposer en deux autres, LM et MS, 
LM étant mené parallèle à PT. 

SU l'attraction de S sur l'unité de masse de T est représentée par la lon- 
gueur ST, il faudra, dans la détermination du mouvement relatif de P autour 



Fig. i. 




de T, retrancher ST de SM. Il restera donc, en somme, trois forces agissant 
sur P : la force dirigée suivant PT, provenant de l'attraction de T, et inverse- 

ment proportionnelle à PT ; la force égale et parallèle à LM, qui sera centrale 
comme la précédente, mais dont l'intensité sera beaucoup plus compliquée; 
enfin, une force égale et parallèle à MT. 

Les deux premières n'ont pas d'influence sur les aires décrites par le rayon PT ; 
ces aires sont altérées seulement par la troisième. C'est aussi cette dernière 
seule qui modifie l'inclinaison et le nœud de l'orbite relative de P autour de T. 

Dans les vingt-deux corollaires de la proposition LXVI, Newton analyse les 
effets des forces précédentes au point de vue des dérangements du corps P. Les 
considérations qui le guident sont d'une grande finesse, parfois difficiles à 
suivre, en raison de la concision du langage. 

Ces recherches, qui avaient pour but, non le calcul précis et détaillé, mais 
l'explication simple des principales perturbations, ont été développées depuis, 
surtout dans la patrie de Newton. Nous renverrons le lecteur aux deux Ouvrages 
suivants : J. Herschel, Outlines of Astronomy; — Atry, Gravitation, an elemen- 
tary explanation o/the principal perturbations in the solar System. 

Dans un beau Mémoire, Théorie géométrique du mouvement des aphélies des 
planètes, pour servir d'addition aux Principes de Newton (Œuvres, t. V), Lagrange 
a donné une démonstration géométrique élégante des formules différentielles 
qu'il avait obtenues antérieurement par l'Analyse pour le mouvement des aphé- 
lies et les variations du grand axe et de l'excentricité. 

M. Lespiault [Théorie géométrique de la variation des éléments des planètes 
(Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux; 1867)], 
en s'appuyant sur les Leçons professées au Collège de France en i856, par 
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M. J. Bertrand, et s'aidant de ]a considération des couples, a pu donner des 
démonstrations géométriques des formules relatives aux inclinaisons et aux 
longitudes des nœuds, et compléter ainsi le Mémoire de Lagrange. 

Dans le même ordre d'idées, il faut citer encore un beau travail de Môbius : 
Variationum quets elementa motus perturbait planetarum subeunt nova et facilis 
evokttio {Journal de Crelle, t. XXXII), et l'Ouvrage du même géomètre, Die Ele- 
mente der Mechanik des Himmels auf neuem Wege ohne Hùlfe hôherer Rechnungs- 
arten. Leipsig; i843. (Voir aussi le tome IV des Œuvres complètes de Môbius, 
publiées par Scheibner et Klein.) 

13. Les recherches de Newton et de ses successeurs dans la voie indiquée 
ci-dessus découlent aujourd'hui très simplement des formules qui expriment 
les dérivées des éléments elliptiques d'une planète en fonction des composantes 
de la force perturbatrice, suivant le rayon vecteur, la perpendiculaire au rayon 
vecteur dans le plan de l'orbite, et la normale à ce plan. 

Si l'on se reporte aux pages 433 et 436 du Tome I de cet Ouvrage, et que l'on 
désigne par a, n, e 9 p 9 <p, 0, gt, e, m, r, w % u, Y le demi grand axe, le moyen 
mouvement, l'excentricité, le paramètre, l'inclinaison, la longitude du nœud, 
celle du périhélie, celle de l'époque, la masse, le rayon vecteur, l'anomalie 
vraie, l'anomalie excentrique, et enfin l'argument de la latitude pour la planète 
troublée (P); par m! la masse de la planète troublante (S), la masse de T étant 
prise pour unité, les formules dont il s'agit sont 



da 
~dt 



a m' na 1 / c . p\ 

— , Sesintv + T- )> 

H-iWi/,_ e «\ r 



de m 



dt i + m 



na-sj i — e* [S sin w -+- T (cos u ■+- cosw)], 



dsfp 



dt i -+- m 

I d<p _ 



m' s 

na*Tr, 



m' na 



(a) { dt — e % 

d9 m' na 



— W /• cos Y. 



sinqp-r- — , Wrsinlf, 

T dt i -h //* J x e t 



dm m! 

e— — na 

dt i -H m 



2 V^i — e* S coshp> + t|i + j^j sinwj -+- ie sin* | ^» 



dt 2 m' e 1 dxs , ..or/0 

-r = naSr , - -h 2 V 1 — « sin" ^ -r-, 

dt i -h ni j + e * dt 2 dt 

fm'S, f/n'T et f/n'W désignant les projections de la force perturbatrice sur les 
trois axes rectangulaires considérés plus haut (rayon vecteur, etc.). 
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Représentons par a?', y, z' les coordonnées de la planète perturbatrice relati- 
vement à des axes parallèles menés par le centre du Soleil, par r* son rayon 
vecteur et par A sa distance à la planète troublée, «t nous aurons (t. I, p. 466) 



r 



W 
A* 



2rx. 



Ce que dit Newton de la proportionnalité plus ou moins approchée des aires aux 
temps découle immédiatement de la troisième des formules (a). 

Ses remarques sur les variations de l'inclinaison et du nœud ne sont en 
quelque sorte qu'un commentaire, en langage ordinaire, de la quatrième et de 
la cinquième des mêmes formules. 

14. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails : du point S comme centre 

Fig. a. 




(Jig. 2), avec ST comme rayon, décrivons un cercle qui coupe l'orbite en deux 
points C et D, pour lesquels on aura A = i*. 

TC 

Si le corps S est très éloigné, de façon que le rapport ^ soit petit, les 

angles CTS et DTS seront très voisins de 90 , et les positions C et D du corps P 
différeront peu de celles des quadratures. 
La troisième des formules (a) donne 



m' 



dt 



m 



na* ry 



Va* r t*j 



Quand P passe en C et D, le facteur ~ — ^ change de signe; en A et B, il en 

est de même pour l'autre facteur y. On en conclut aisément que l'aire décrite 
en un temps donné par le rayon vecteur PT reçoit sa plus grande augmentation 



THÉORIE DE LA LUNE DE NEWTON 



3l 



dans les syzygies, et sa plus forte diminution dans les quadratures. C'est ce que 
Newton montre directement dans le corollaire II de laproposition LXVI,en remar- 
quant que la composante de la force perturbatrice, qui est parallèle à ST, est la 
seule à modifier les aires, et que, de C en A et de A en D, cette composante est 
dirigée vers la gauche de la figure, tandis que, pour l'autre moitié de l'orbite, 
elle est dirigée vers la droite. Si on la décompose en deux forces, l'une dirigée 
vers le point T, l'autre normale au rayon vecteur, on voit que la dernière aug- 
mentera l'aire de C en A et de D en B, et la diminuera dans les deux autres qua- 
drants. 

Newton en conclut (corollaire III) que, toutes choses égales d'ailleurs, le 
corps P se meut plus vite dans les syzygies que dans les quadratures, et ensuite 
(corollaire IV) que l'orbite de P est plus courbe dans les syzygies que dans les 
quadratures. Ces deux propositions supposent que l'excentricité propre est 
nulle. On a, en désignant par V et V la vitesse en C et A, par p et p' les rayons 
de courbure correspondants, et par N et N' les composantes normales de la 
force, 

y* y' 1 
-=N, -V=N', 
P P 

d'où 



Or on a V> V; en C, la composante normale de la force perturbatrice est 
nulle, et elle est négative en A; d'ailleurs, la composante normale provenant de 
l'attraction de T est la même dans les deux cas. On a donc 

N' < N et, par suite, p' > p. 

Il en résulte (corollaire VI) que, toutes choses égales d'ailleurs, le corps P 
s'écartera plus de T dans les quadratures que dans les syzygies. 

La plupart des autres corollaires de Newton fournissent des données sur les 
variations des éléments elliptiques quand deux des composantes S, T et W sont 
nulles. Supposons d'abord T = o, W = o, S < o, de sorte que le corps P soit 
soumis à une force perturbatrice centrale. 

Les formules (a) donneront 

de 
di 

dm 
de 



m' 



/ia l v/i — e*S s'inw, ^f- — o, 

i -h m v dt 



m' 
i -h m 



na* y/i — e* S cos<*\ 



Donc, l'excentricité croît quand P va du périhélie à l'aphélie; elle décroît 
dans l'autre moitié de l'orbite. Soient A et B les extrémités du grand axe, C et D 
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les points de l'orbite situés sur une perpendiculaire à AB menée par le point T. 
On aura, sur l'arc DBC, 



eosi*>>o, ~dJ >o; 



le grand axe tournera dans le sens direct. Sur l'arc CAD 

dm 

cosw<o, ~dï <0 ' 

la rotation se fera dans le sens rétrograde. 

Un changement de sens de la force S échange l'une dans l'autre les deux con- 
clusions précédentes. 

Supposons, en second lieu, S = o, W = o, T > o; la force perturbatrice est 
donc normale au rayon vecteur et agit dans le sens du mouvement. Les for- 
mules (a) donnent 

da 2 m' na* ^ p 



dt 



1 ■+■ m \/i — é* r 



m' 



dt i 4- m 

de m' 

dl i -h m 

e dxs m 1 

dt i -h m 



na ir ïr y 



na}\J\ — e 1 T(cos« -h cosif), 
nà 1 \J i — e*T -+- sintv ; 



a et p augmentent sans cesse, et il en est de même de là durée de la révolution. 
Entre le périhélie et l'aphélie, le grand axe tourne dans le sens direct; son 
mouvement est rétrograde dans l'autre moitié de l'orbite. On a 

e cos* w -h a cos u' + e e ( oos w -h a ) ( cos w -+- fi ) 

cos m -h cos w = — — y 

i ■+- e cos w i -h e cos w 



a _ i — y/i - p_ i-hy/i — e» 



Les points pour lesquels on a 

COSW = (Xy 

et, par suite, 



de 



COS U -h cos w = o, — o, 



sont voisins des points C et D, dont on a parlé plus haut, si e est petit. On peut 
donc dire que, sur l'arc DBC, e augmente, et diminue sur l'arc CAD. 
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Les corollaires 6-10 de Newton contiennent une bonne partie des résultats 
ci-dessus. 

Enfin, supposons S = o, T = o, W < o ; les formules 

dB m' na _. r . v 

sin©-=- — -— Wrsini, 

T dt i -+~ m i/, e * 



d<p m 1 na 



dt \ -\- m y/j e i 



WrcosT 



permettent de déterminer les signes de — et de ^ d'après ceux de sinY et de 
cosY. Ainsi, tant que la planète reste au-dessus du plan de référence, on a 
sinY>o, ^ < o, le nœud rétrograde. Quand P passe en dessous du plan fixe, 

si W garde le signe — , le nœud a un mouvement direct. 

Ce que nous dirons plus loin prouvera que Newton connaissait l'expres- 
sion (a) de ^ à l'aide des composantes S et T de la force perturbatrice et, très 

probablement aussi, celles de ^ et ~- J'incline à penser qu'il connaissait 

toutes les formules (a), mais qu'au lieu de les publier il a préféré en tirer un 
grand nombre de propositions géométriques qu'il a obtenues en ne considérant 
chaque fois que l'effet de l'une des composantes. 

15. Avant d'indiquer les beaux résultats auxquels il est arrivé dans la théorie 
de la Lune, il convient de rappeler ce que l'observation avait appris sur les 
mouvements de notre satellite. 

On savait que la Lune peut être supposée se mouvoir dans une orbite ellip- 
tique dont deux éléments éprouvent des variations considérables; la ligne des 
nœuds est animée d'un mouvement rétrograde presque uniforme, en vertu du- 
quel elle décrit l'écliptique en 18 ans f environ (6793 jours); il y a en outre 
une petite inégalité périodique qui peut écarter le nœud ascendant de sa posi- 
tion moyenne de i°2& en plus ou en moins. L'inclinaison garde une valeur 
moyenne constante et oscille entre 5°o / et 5° 18'. 

L'ellipse tourne dans son plan dans le sens direct, d'un mouvement presque 
uniforme, en vertu duquel le périgée effectue une révolution en un peu moins 
de 9 ans (3233 jours); il y a en outre une inégalité périodique qui peut écarter 
le périgée de sa position moyenne d'environ 8°4i / au maximum, en plus ou en 
moins. 

La longitude de la Lune est affectée de trois inégalités périodiques princi- 
pales : 

V élection , 

i°i6'26'sin[2(0- C) — CL 
T. - III. 5 
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en représentant par © et c longitudes moyennes du Soleil et de la Lune, 
par Ç l'anomalie moyenne de la Lune ; 

La variation, 

39'3o ff sin2(© £): 

V équation annuelle, 

— 1 1' io ff sinÇ', 

où Ç' désigne l'anomalie moyenne du Soleil. 

On voit que les dérangements de la Lune sont considérables et s'effectuent 
dans des périodes relativement courtes. 

16. Parmi les inégalités du mouvement de la Lune en longitude, Newton n'a 
développé que la variation, et la méthode qu'il a suivie parait à Laplace une 
des choses les plus remarquables des Principes; nous allons en donner une 
idée, en traduisant les résultats en formules avec les notations actuelles. 

Newton fait abstraction de l'excentricité propre et de l'inclinaison de l'orbite. 



Fig. 3. 




Soient (fig. 3) S le Soleil, T la Terre, P la Lune, ABCD son orbite, L un point 
pris sur SP de façon que 

Les attractions du Soleil sur les unités de masse de la Terre et de la Lune 
pourront être représentées par les droites ST et SL. Pour étudier le mouvement 
relatif de la Lune autour de la Terre, il faut appliquer k la Lune une force ST 
égale et contraire à l'attraction du Soleil sur la Terre. La résultante de LS et ST 
est la force LT que Newton décompose en deux autres LE et ET, l'une perpen- 
diculaire, l'autre parallèle à PT. La composante LE est la seule qui modifie 
les aires décrites par le rayon vecteur de la Lune; nous allons calculer son 
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intensité. Si l'on prend SK = ST, on aura 

ST = SP h- PK, SL — SP 4- PL ; 
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en portant dans l'égalité (i) et simplifiant, il vient 



3SP.PK 4- 3SP.PK 4 PK -PL.SP , 

d'où sensiblement, à cause de la petitesse du rapport 

PL 3PK. 

On a ensuite, dans le triangle rectangle PEL, 

LE — PL sinEPL — 3PK sinTPK, 
TE t TP = PL cosEPL — 3PK cosTPK, 

d'où, en remarquant que l'angle PKT diffère très peu de 90°, 

| LE = 3PK^p, 

' PK 
TE = 3PK-|,~ - TP. 

Soient u et u' les longitudes géocentriques de la Lune et du Soleil, r le rayon 
vecteur SP; l'angle TPK peut être pris égal àu'-u, et il vient 

LE 3TP sin (u' — u) cos(u' — v) , 
TE.= TP [3 cos*(u'-u) -1]. 

Pour avoir les intensités absolues des composantes, il faut prendre les rap- 
ports des longueurs LE et TE à ST et multiplier ces rapports par 



m' 



- «"ST, 
ST 

en désignant par m' et ri la masse et le moyen mouvement du Soleil. On trou- 
vera ainsi 

3 ri 1 TP sin (1/ — v) cos (1/ — u ), 
n'* TP^cos*^' — u) — i]. 

La force centripète qui produit le mouvement circulaire de la Lune est égale 

n' 

à n 2 TP ; représentons par m le rapport - du moyen mouvement du Soleil à ce- 
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lui de la Lune ; nous pourrons prendre, puisque nous négligeons les excentri- 
cités, 



v f — mv, 



et si nous adoptons pour unité de force l'attraction moyenne de la Terre sur la 
Lune, nous aurons 



00 



force LE = 3/n* sin(m — i) u cos(m — i) u = (T), 
force ET = m* [3 cos*(m - i) u — i] =(S). 



La force centripète totale s'obtiendra en retranchant la force ET de l'attrac- 
tion de la Terre sur la Lune; on pourra écrire 

k 

(3) force centripète = -[i + m 1 - 3/w* cos , (/n — i)u] = F. 

Newton cherche ensuite l'accroissement de l'aire élémentaire produit par les 
deux composantes (S) et (T). La première ne donne lieu à aucun changement; 
la seconde occasionne une variation de la vitesse normale au rayon vecteur, 

du . i, 

r — y et 1 on a 

dt 

V dt ) _ (T) 

La force (T) laisse d'ailleurs r invariable. On a, dans ces conditions, 



(-£) 



(4) ^ -V,-' ='< T > 



Le procédé de Newton revient en somme à ce qui précède. La relation (4) est 
identique à la seconde des formules (a) du Tome I de cet Ouvrage (p. 88); 
elle équivaut aussi à la troisième des formules (a) du présent Volume (p. 29). 

On a ensuite, en remplaçant (T) par sa valeur (2), 



— — : - — - m r su 



(5) — ^-7- — - — - m*r sin 2 (/w — 

dt 2 x ' 

Si l'on prend comme unité. de distance la valeur moyenne de ret que l'on 

remarque que l'on a déjà supposé la force centripète moyenne — = 1, on voit 

P 

que la vitesse moyenne de la Lune devra être censée égale à l'unité. On pourra 
donc prendre, dans le second membre de la formule (5), dt = du, et il en résul- 
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tera 



r 1 



^ = - m* f sin2(/n — i) uûTj. 
dt 2 J K } 



Newton calcule cette quadrature par un procédé indirect; nous nous borne- 
rons à en écrire immédiatement la valeur, et nous aurons, en désignant par h 
une constante arbitraire, 

_ dj 3 m* 

r* -v- = h -h 7 C0S2(m — i) y. 

a£ 4 i- - w 

La constante h est très voisine de i , puisqu'il en est ainsi de r et de ~ ; il vient 
donc 



(6) 



a dv f 3 m 1 1 

T " 1 + 7 C0S2 (m — 

dt L 4 1 — m j 



On peut remarquer que h est la valeur moyenne de r 2 ^ \ c'est celle qui répond 
aux octants, car, en ces points, 

cos 2 ( m — i)v = cos (au' — 2U) = 0. 

17. Le carré de la vitesse V de la Lune est 

v«-— 4-r» — • 
~ dt* dt* > 

dr 1 

mais, si Ton néglige l'excentricité, est de l'ordre du carré de la force per- 
turbatrice et peut être omis; il vient ainsi, en tenant compte de la formule (6), 
et en négligeant m\ 

V- = -? I i H cos 2 (m — i)v . 

r 1 L 21 — m v 7 J 

Soient i — x et i -ho? les valeurs de r dans les syzygies (V — u = o ou 
= i8o°) et dans les quadratures (V — u = ±. 90 ), V 4 et V les valeurs corres- 
pondantes de Y. On aura 



1 (1 — x)* \ 21 — m J 

(1 -f- x) 1 \ 2 1 — m J 

3 m 1 

Vî /i -4- J?\* 21 — m 
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Soient p, et p les valeurs du rayon de courbure dans les syzygies et dans les 
quadratures; les forces centripètes correspondantes seront, d'après le théorème 
d'Huygens, dans le rapport 



Vî p_ç ^ /' + *W t _| 1^L\ Po ^ f, 

VJ p t \i — a:)\ i- ro/p, F 



Mais, d'après la formule (3j, on a 



12 m* „ . i -+- m 1 



Fj — A:-- — — > F = A:--- 



(l --.*)* ° (l-f*)*' 

si Ton porte ces valeurs de F et F, dans la relation précédente, il vient 



( 



3 m* \ p 

i h — — i - - 3m', 

i— m/p, 



d'où 

(7} & = i-3m«fi-i- 

4 pi \ i — m/ 

c'est ainsi que Newton a déterminé le rapport des rayons de courbure de l'orbite 
dans les syzygies et dans les quadratures. 

Pour déterminer x, Newton considère l'orbite lunaire dont il s'agit ici (on a 
négligé l'excentricité propre) comme une ellipse mobile dont la Terre occupe le 
centre et dont le périgée suit le Soleil, de manière que le petit axe de l'ellipse 
correspond toujours à la syzygie et le grand axe à la quadrature. Laplace dit à 
ce sujet : « Cette considération est exacte, mais elle exigeait une démonstra- 
tion (*); ... ces hypothèses de calcul, fondées sur des aperçus vraisemblables, 
sont permises aux inventeurs dans des recherches aussi difficiles. ... ». On aura 
donc, dans cette hypothèse, 

i sin^u'— u) cos , (u / — v) , 

— --4- — - y à 1 * ' b* m 

d'où, avec la précision adoptée jusqu'ici, 



r — — I rz , COS(2'J — 2L>) , 



ou encore, en remarquant que la valeur moyenne de r a été prise pour unité 



(*) Newton avait démontré que le rayon do la Lune est plus grand dans les quadratures que dans 
les syzygies (iw'r la p. 3i do ce Volume). 
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et que l'on doit avoir r = i — x dans les syzygies et r =- i -h x dans les quadra- 
tures, 

r = i — x cos2 (m — i) u. 

On trouve sans peine, en partant de cette dernière expression de r et négli- 
geante 2 , que le rayon de courbure p en un point quelconque a pour expression 



P — 



r 7 



I 2X C0S2 (m — i ) u 



d*r i - [i -f-4(i — œ C0S2 (m — i ) y ' 
dû» 



il en résulte 



Pi = 



i - 2.r 



i — x [i 4(i - - m) 1 ] 



I + 2J 



Pl 



I — 2J?[4(l — /W) 1 — l]. 



i x [n- 40 — w) 2 ] 



i > 



En comparant à la formule (7 ), il vient 



1 



(8.) 



1 4- - 
1 



3 1 - m 

g* m 

2 40 _ m) % — 1 



69 



Si Ton remplace m par sa valeur numérique m = 0,0748, on trouve ^ pour 



le rapport - — des deux axes de l'ellipse. 

I * t~ X- 



18. Pour conclure de là l'inégalité désignée sous le nom de variation, Newton 
remarque qu'elle provient, en partie, de l'inégalité des aires élémentaires dé- 
crites par le rayon vecteur de la Lune, et, en partie, de la forme elliptique de 
l'orbite. Supposant que la Lune se meuve dans une ellipse ABCD (Jig. 4) autour 




de la Terre en repos, placée au centre, il remarque que, si le rayon TP décrit 
des aires CTP proportionnelles aux temps, la tangente de l'angle CTP sera à 
la tangente de la longitude moyenne correspondante comptée k partir de ÏC, 



I 
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dans le rapport ^ = | ~^ = puis que la description de l'aire CTP, lorsque 

la Lune passe de la quadrature à la syzygie, doit être accélérée, de sorte que sa 

vitesse (vitesse aréolaire), dans la syzygie, soit à celle de la quadrature dans le 

3 f 

rapport > et que l'excès de cette vitesse, à un moment quelconque, sur 

i — 7 m 1 

4 

celle de la quadrature, soit proportionnel au carré du sinus de l'angle CTP. 
C'est, dit-il, ce que Ton fera assez exactement si l'on diminue la tangente de 

VI r. 
1 g Par ce moyen, Newton trouve que la 

tangente de l'angle CTP sera à la tangente de la longitude moyenne dans le 
rapport 

A" 3_ t 

_ 68 , 6877 

~ 70 




La différence des deux angles sera maximum dans les octants, où, la longitude 
moyenne étant de Zp°> la longitude vraie sera l'angle dont la tangente est 

68 ' 7 q 877 > soit 44° 27' 28''; en retranchant de 45°, on a 32'32"pour la plus grande 

valeur de la variation. 

Il en serait ainsi si la Lune, en passant de la quadrature à la syzygie, décri- 
vait un angle CTA rigoureusement égal à 90°. Mais, en raison du mouvement 
du Soleil, il faut augmenter le nombre précédent dans le rapport des durées 
des révolutions, synodique et sidérale, de la Lune, ce qui donne 35' 10"; c'est 
peu différent de la valeur trouvée par l'observation. 

Nous pouvons vérifier la première assertion de Newton : 

L'ellipse immobile, décrite conformément à la loi des aires, donne lieu aux 
formules 

dv 1 sin* v cos 1 v 



dt /* à 1 b 



s 



tange — ^ tangAi, n = — 



Si l'on fait 

tangc' = >tangA*, — = + b% 



1 sin* v' cos* v' 



1 



— - c' 

dt - ' 



I 
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on trouve aisément 

)./# 



(9) r'=-- 



cos'/i/ X s siii 5 /*/' 



& 2 </* 

donc, dans les quadratures, 

/j/=zo, c'= ùn/i — c' ; 

dans les syzygies, 

lit = 9O , C = -y=C l . 

On a donc 



c 



. " 

t — — » 



a* c x 




et il en résulte, à cause de la formule (6) qui donne ^? 



, 1 — x ( 3 m 1 \ . 

tang^= (1—7 tang/i*, 

D i + j \ (\ \ — m ) 



ce qui est la formule proposée par Newton. Comme X, a et b sont voisins de 1 , 
l'expression (9) de c' varie du reste à fort peu près proportionnellement à 
sin 2 A/, et c'était une condition qu'il fallait réaliser. 

Pour obtenir l'inégalité elle-même, il est plus simple d'opérer comme le fait 
Laplace dans son analyse de la théorie de Newton {Mécanique céleste, t. V, 
Livre XVI). L'équation (G) donne, en remplaçant r par 1 — #cos2(/w — 

Tt = * [' + ( ar + | T=hi) cosa(m " '> w ] » 

d'où 

3 m* 



•j — /if 4- const. h siii 2(1 — m) j; 

2(1 — //i) V ' 

le terme périodique représente l'inégalité cherchée. Son maximum est 

3 m*- 

'IX ■+- -r 



t\ 1 — m 



2(1 — m ) 



ou bien, en remplaçante par sa valeur et réduisant, 

3 m* (11 — \2m -\- [\m}) 



8(i — m)* (3 — 2/w)(i — un) 



19. Newton s'occupe ensuite des variations du nœud et de l'inclinaison, et 
T. - III. 6 
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trouve, par des considérations géométriques, ces expressions des mouvements 

, • dB . do 
horaires -77 et 

dt dt 

l dQ 

i ———3m*n sin(j — 0) sin(u' — 0)cos(u — u'), 
(10) J 1 

| ^ 3/71*71 9 cos(v — 0)sin(u'— 0)cos(v — v'), 

où n désigne le mouvement horaire de la Lune. Ces valeurs sont identiques à 
celles que fournissent les formules (a) et (b); en effet, dans ces dernières, 
z' désigne la distance du Soleil au plan de l'orbite de la Lune, et la considéra- 
tion d'un triangle rectangle facile à apercevoir donne 

z'—— sincpsin(;/ — 0). 
On a, d'ailleurs, en négligeant l'inclinaison, 

A 1 =: /•* -h /•'* — 2 rr f cos (u — *j' ), 



d'où 

1 1 f 2/- /-n* 



3 



et, en développant suivant les puissances de ^> 

i = [ , + 7r cos ( u - ,y ) + ••■]■ 

On trouve donc 

3/- 

VV — — p i sin9sin(u'— 0) cos(j — 1/), 
et les formules (a) et (b) donneront, en remarquant que Y = u — ô, 

' é/0 3 m' n at* 



dt 1 -h m J l e t /■'* 

(11) ( 

V ' ^rfo 3m' /i a/ 5 . 



sin (u — 0) sin(ï/— 0) cos( j — v'), 



-— -7=== sin 9 cos (-j — 0)sin(u'— 0)cos(v — v'). 



Mais on a 



m' n'*a f * 'a'* 



— m* — > 



1 -f- m n*a* a* 



et il en résulte que les formules (10) et (11) coïncident quand on néglige les 
excentricités. 

Newton remarque ensuite que le mouvement horaire du nœmd est tantôt 



THÉORIE DE LA LUNE DE NEWTON. '|3 

accéléré et tantôt retardé dans le cours d'une lunaison; il prend la valeur 
moyenne qu'il appelle le mouvement horaire médiocre. On a, par une transfor- 
mation facile, 

d9 3 

—— ~ m * n sin(y'— 0)[sin(v'— 0) 4- sin(2u — u'— 0)] ; 

■ 

le terme dont l'argument est 2u — u' — G prend, dans le cours d'une lunaison, 
des valeurs positives et négatives qui se détruisent à fort peu près, et il en 
résulte, pour le mouvement horaire médiocre, 

(12) ^ — — - m}n sin*('j' — 0) =— 7 m*n 4- y/n 5 /* cosa(u'— 0), 

cLi 2 4 4 

quantité qui ne devient jamais positive. Newton calcule la valeur moyenne 

d9 

de par un procédé qui revient à poser u' — = ^, d'où, en négligeant l'ex- 
centricité du Soleil, 

mn dt — d9 — dty f d9 — — - m ^ n ^ d^i. 

2 ô • • 1 

1 - m sur y 

2 T 

Entre deux passages consécutifs du Soleil par le nœud, varie de 

"2 m / 3 dï = --m{i~ s m + . 

/ 1 4- - m sin 1 ^ x 

*./ 2 

Newton a déterminé cette intégrale par un procédé spécial. Pour avoir l'ac- 
croissement de ô pendant une révolution sidérale du Soleil, il faut diviser par 

1 — j m, ce qui donne 

4 



3/3 \ 

-mil — g 771 4- . . . ) 2 7T. 



En multipliant par on a le mouvement horaire médiocre 



3 , q „ 

— 7 m* n 4- § m 8 tî — ... 

4 o 



obtenu par Newton qui y ajoute encore un petit terme correctif inexact de 
l'ordre de m* ; mais il arrive finalement qu'il avait calculé la durée de la révolu- 
tion des nœuds de la Lune à moins de -J— de sa valeur. Il avait trouvé en outre 

400 

dans ô un terme en sin2(u'— ô), correspondant à une inégalité découverte par 
Tycho Brahe et ayant à fort peu près le même coefficient. 
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Pour ce qui concerne l'inclinaison, la seconde des formules (10) donne 



-r- — w ! n(p sin( , j'— 6)[cos(u' — 0) ■+- cos(au — u'— 0)] ; 

en négligeant le terme en cos(2t> — u' — ô) qui se détruit à très peu près, 
Newton obtient, pour le mouvement horaire médiocre de l'inclinaison relatif à 
la durée d'une lunaison, 

3 

— 7 m f n o sin2(-j'— 0). 

Pour l'ensemble des positions du Soleil, cette quantité s'annule, de sorte que 
l'inclinaison a une valeur moyenne constante; il n'y a qu'une inégalité pério- 
dique principale en cos2(u' — G), qui cadre bien aussi avec ce que fournit 
l'observation. 

Dans le scolie final qui termine la théorie de la Lune, Newton dit : « Qu'il 
a voulu, par les déterminations précédentes des mouvements lunaires, montrer 
comment on peut y parvenir au moyen de la cause qui les produit. » Il annonce 
ensuite avoir trouvé plusieurs autres inégalités, sans exposer les méthodes par 
lesquelles il y est arrivé. Il dit notamment avoir reconnu l'équation annuelle, 
et l'avoir trouvée de n'5o"(la vraie valeur est de n'io"). 

20. Un Ouvrage publié tout récemment jette un nouveau jour sur les progrès 
que Newton avait fait faire à sa théorie de la Lune ; il a pour titre : A Catalogue 
of the Portsmouth Collection of Books and Papers written by or belonging to Sir 
Isaac Newton (Cambridge, 1888). 

Les manuscrits de Newton, après avoir passé en diverses mains, apparte- 
naient, en dernier lieu, au comte de Portsmouth, qui les a livrés à l'Université 
de Cambridge, en la priant de faire un choix et de conserver pour elle tout ce 
qui se rapportait directement à la Science. Une Commission, composée de 
MM. H.-R. Luard, G. -G. Stokes, J.-C. Adams et G.-D. Liveing, fut nommée le 
6 novembre 1872, à l'effet d'examiner et de classer les très nombreux papiers 
de Newton. Nous lisons, dans la Préface de l'Ouvrage en question, que l'on n'a 
trouvé de résultats importants et non publiés que sur trois théories : celle de la 
Lune, celle de la réfraction atmosphérique, et la détermination de la forme du 
solide de moindre résistance ; les manuscrits correspondants étaient souvent en 
mauvais état, ayant souffert du feu et de l'humidité. Le plus intéressant se 
rapporte au mouvement de l'apogée lunaire : Newton établit d'abord deux 
lemmes qui font connaître le mouvement de l'apogée dans une orbite elliptique 
d'excentricité très petite, tel qu'il résulte d'une force perturbatrice agissant 
dans la direction du rayon vecteur ou dans une direction perpendiculaire. Ces 
deux lemmes étaient rédigés avec soin, comme s'ils avaient été préparés pour 
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l'impression, devant figurer sans doute dans une nouvelle édition des Principes. 
Newton fait ensuite l'application de ses deux lcmmes pour trouver le mouve- 
ment horaire du périgée, et il arrive à un résultat qui peut être représenté par 
la formule 

, I H C0S(2'J' — 

(l3) di= n Ï3873 ' 

d'après la Préface, la déduction de cette formule n'est pas entièrement satisfai- 
sante, et les corrections apportées au manuscrit montrent que Newton n'était 

pas bien sûr du coefficient ^* 

Nous verrons plus loin que la formule exacte, limitée à ses premiers termes, est 



fixs 3 , r „ . . x , 
-T- = y mr n\i -h D cos(au 2cj)J; 

on a, d'ailleurs, 

3 i 
m = o,o 7 48o, -m»^^; 



il en résulte la même formule (i3), sauf que le facteur-^- est remplacé par 5. La 

Préface ajoute que Newton déduit, tout à fait correctement, de la formule (i3), 
que le mouvement moyen annuel de l'apogée est de 38°5i / 5i // , tandis que celui 
qui est donné dans les Tables astronomiques est de 4o°4i'»5. 

Nous dirons, en terminant, que la portée des deux lemmes de Newton se 
comprend mieux si l'on remarque que la sixième des formules (a) donne, en 
supposant l'inclinaison nulle, 



— = H S cosw -h T -h sin wj , 



où H désigne une constante. Quand on néglige aussi l'excentricité dans le 
second membre, cela devient 

e ^ = H(— ScoswH-aTsinw). 



Les deux lemmes de Newton reviennent à la démonstration de cette formule, 
lorsque S ou T est nul. 
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CHAPITRE IV. 

THÉORIES DE LA LUNE DE CLAIRÀUT ET D'ALEMBERT. 



21. « Dans le Livre des Principes , Newton, après avoir assigné la cause des per- 
turbations du mouvement elliptique de la Lune, a fait voir, de plus, comment on 
pouvait calculer les grandeurs d'une partie d'entre elles avec assez d'exactitude 
pour fournir déjà une confirmation remarquable de la gravité universelle. Mais 
Clairaut est le premier qui ait donné une théorie du mouvement de la Lune, 
fondée sur l'intégration, par des séries, des équations différentielles du pro- 
blème des trois corps, qu'il avait obtenues en même temps qu'Euler et d'Alem- 
bert ( 4 ). » 

Clairaut suppose d'abord que le mouvement se fasse dans le plan de réclip- 
tique ; soient r et v les coordonnées polaires de la Lune, l'origine étant au centre 
de la Terre; S la composante de la force motrice suivant le rayon r, comptée posi- 
tivement dans le sens du prolongement de r; T la composante perpendiculaire, 
comptée positivement dans le sens des longitudes croissantes. Les équations 
auxquelles arrive Clairaut peuvent se déduire des formules (a") de notre Tome I, 

page 91, en y supposant u = y Elles sont, en prenant t> pour variable indépen- 
dante et désignant par h une constante arbitraire, 

/•* dv 

dt — 



T /•'</«■ 



Sr«-Tr£ 
r 1 dv 



— o, 



( 1 ) Cette citation est empruntée au Mémoire de Poisson : Sur le mouvement de la Lune autour de 
la Terre. 
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ou, ce qui revient au même, 

(1) dt — — . , 

h y i -h i p 

, x /• h 1 dv • 

(2) -r-p H 1 =0, 

d\r r i-+-2p 

(3) p=if 1W "- 

Clairaut pose ensuite, en désignant par M le produit de la somme des masses 
de la Terre et de la Lune par la constante f, 



(4) û = 



* , T dt 

M' + M r ^- 3 P 



1 -h 2p 



< 3 > i -£= u - 

* 

moyennant quoi la formule (2) devient 

(6) _ +U + ft = o. 

M 

— est la force centrale qui produirait le mouvement elliptique; la force per- 
turbatrice de ce mouvement est donc représentée par ses composantes — $ etT, 
relativement aux axes rectangulaires mobiles définis plus haut. 

22. Clairaut multiplie l'équation (G) par cosct/f ; il intègre, et trouve, en dé- 
signarit par c une constante arbitraire, 

^-cosi> -f- U sin*> -f- / Slcosvdv = c . 

11 multiplie cette nouvelle équation par -^-> intègre, et désigne par c K une 

cos V 

nouvelle constante arbitraire, ce qui lui donne 



ou encore, en intégrant par parties, 



lange y Qcospcft* — ^ Qsint>rfy=:Cotangi>-f- c u 
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En tirant de là U pour le reporter dans la formule (5), il vient 



( 7 ) jj^ = i — c*o sin v — Cj cos p -+- A, 

en posant 



(8) A = sinv/ £cosf</c — cosc / 

«'O «/a 



£ sin t> dv 

o «/o 



Si Ton suppose A = o, on retrouve l'ellipse de Képler. 
23. La quantité A se calculerait aisément, si Ton avait mis Q sous la forme 



(9) G = 2 A ' 



cos IV y 



{'désignant une série de quantités réelles quelconques. 

Les formules (8) et (9) donnent en effet, par un calcul facile, 



A =2 7^77» C0S£V - cos^2 jzr[i' 
d'où, en ayant égard à la formule (7), 

On aurait donc ainsi l'équation de l'orbite, avec les coordonnées polaires r 
et c\ On peut disposer de la direction de Taxe des x de manière à avoir c = o, et 
si Ton fait 

M= p > 

il vient 

(I2) - zr -- — ( V Ci^COSf— - V J^ 1 COSlV. 

Le rapprochement des formules (9) et (12) montre que chaque terme du dé- 
veloppement de Q engendre d'une manière très simple un terme du développe- 
ment de -• 
r 

Les formules souffrent un cas d'exception pour 1 = 1; car alofs le dénomina- 
teur! 2 — 1 s'annule. Il est facile de voir comment la formule (12) doit être mo- 
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difiée, en rapprochant les deux termes 



4<> 



i À, i A/ A, cosc — cosie 

— -= cos v 5 cos ir— = ; 

p i* — i p i- — i p r — i 

cette expression, lorsque i tend vers i, se présente sous la forme ^> et elle a 
pour limite 

A//t>siniV\ A/ 

— ( : — = — r sin r. 

P \ 2 1 J i = l 2p 

Si Ton n'avait rien négligé pour mettre Q sous la forme (9), en raison du 
facteur v qui croit au delà de toute limite, on pourrait affirmer que le terme pré- 
cédent finirait par éloigner de plus en plus l'orbite de la forme elliptique. On 
n'aura pas le droit de formuler la même conclusion si Ton a négligé quelques 
quantités pour mettre û sous la forme indiquée ; tout au plus pourra-t-on en 
déduire qu'on ne devra compter sur l'exactitude de la solution que pendant un 
petit nombre de révolutions. 

Clairaut remarque ensuite que l'on devra accorder la plus grande attention 
aux termes du développement (9) de Q, dans lesquels 1, sans être rigoureuse- 
ment égal à 1, en différerait seulement d'une quantité très petite; car ces 

termes, en passant de û à y acquièrent le petit diviseur i 2 — 1, et peuvent 

devenir très sensibles dans ^ alors même qu'ils l'étaient peu dans Cl. 

Les termes pour lesquels i est voisin de o méritent autant d'attention; il est 

vrai qu'ils ne changent presque pas en passant de û dans y, mais, quand on 

veut avoir / en fonction de v par la formule (1), on est ramené k des intégrales 
telles que 



cosir nv — — -. h const., 



et le dénominateur 1 est très petit. 

Ces termes, dans lesquels 1 diffère peu de 1 ou de o, constituent la plus grosse 
difficulté du problème. Quant aux autres, on pourra les calculer d'une façon 
plus sommaire. 



24. Clairaut considère un cas intéressant, déjà examiné dans les Principes de 
Newton, où Ton aurait constamment 
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de sorte que la Lune serait attirée seulement par la Terre, l'attraction étant 



»=-(3+£) 



Traitons directement ce cas, en remontant aux formules (2) et (3) qui 
donnent 

r h* xg kM 

p — O (»t -j-r- H M — O, 

ou bien 

^ /^—kM m ,\ /<*— kM (h 1 — kM M \ 

35î(— M ) + — *— (— M J^°- 

On peut intégrer cette équation linéaire; en désignant par H une constante 
arbitraire et disposant de la direction de Taxe des x, il vient 

h 1 — 



— M = Hcos^y/«- lfr J 



L'expression qui en résulte pour r est de la forme 



i + e' cos/ju' 

où Ton a 



, h* , H / *M A Mp 



La trajectoire présente une série de maxima et de minima du rayon r; l'inter- 
valle angulaire compris entre un maximum et le minimum suivant est 



7T 7T 



H- I kM 



de sorte que la ligne des apsides tourne dans le sens direct avec une vitesse 
égale à la vitesse moyenne du rayon vecteur, multipliée par 



— 1 . 



f kM 
On peut écrire 

P , 

1 -H e' cos(r — rs'Y 

en faisant 
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ce qui prouve que, dans ce cas, la Lune se mouvrait encore sur une ellipse 
ayant son foyer au centre de la Terre; mais le grand axe de l'ellipse tourne- 
rait, dans le sens direct, de la quantité indiquée. 

Clairaut remarque ensuite expressément qu'une ellipse invariable ne peut pas 
servir de point de départ aux approximations successives, car les observations 
nous apprennent que le périgée accomplit une révolution en neuf ans environ. 
Donc, au bout de quatre ans et demi, le périgée s'échange avec l'apogée, de 
sorte qu'il vaudrait mieux alors supposer l'orbite circulaire. Il en conclut qu'il 
faut prendre une ellipse mobile représentée par l'équation 

r= 1 

i -t- e cosfxc 

25. Expressions des composantes $ et T. — Il serait bien facile de les 
déduire des formules du Chapitre précédent, mais nous préférons les retrouver 
directement. 

Soient X et Y les composantes de la force perturbatrice, parallèles aux axes, 
x et y les coordonnées de la Lune, x' ety , i* et v' celles du Soleil, D la distance 
de la Lune au Soleil, M' le produit de la masse du Soleil par la constante f. On a 

X = M'(f^-£), Y = M'(^-£), 
-*/' = X^-hY/, Tr = xY —yX, 

d'où 

• = T [(**'+^)(pî - Di) + £]' 
T = T -5i> 

On a, d'ailleurs, 

ûr = rcosv, y=zrs\nv, as'=r' cosp', j-'= r' sin.v', 
xx' -+- y y 1 = rr' cos(f — e')> x ' y —y' x — rr> sin(c — v'), 

D* = r*-h r 1 * — 2rr r cos(r — v'), 

5» = pi [" - -jj cos (" - v > + pij > 

d'où, en développant suivant les puissances de y, ^quantité voisine de j^j* ct 
négligeant^, 

j,, = pï[' + 7rco8(«»-OJ. 

Il en résulte 

« = Wl [ , _ 3 cos» ( .• - »•' )], T = - sin ((' — c') «os ( f - f ) ; 
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ou bien, en remplaçant M' par /*' 2 a' 3 et transformant, 

<fe =_ n'*rl — \ [i -+- 3 cos(2r — a 



T= — j/i'«/-^ysin(ar — aO« 



Quand on néglige l'excentricité de l'orbite du Soleil, on a 

r' — a\ v 1 — n' L -\- const., 

et il en résulte ces expressions assez simples 

i $ = n'*r[î -h 3 cos(2 v — ai»')], 

(i3) < 

J 3 

i T = — ^ /*'*/• sin (a r — 2^'). 

Les formules (i), (3) et (4) donnent ensuite 



î — 



— — / /** siu ( *2 ^ — ar )ar, 



y/M/>( i -h ap) 



i 3 /i'* /** t//* 

£2(i 4- ap) _ — - ' [i -+- 3 cos(ar — ac')]- - .. ^- sin (a »• — ai>') — a p. 

Suit x une quantité voisine de p, dont ia signification sera fixée plus loin, et 

(,5) TT = «' 

les formules précédentes donneront 




(16) 



ï a (0 [ I + 3cos ( 2 ^-'^ / )]-+-^«(0 ^sin(2^-2^')4-2p 



I 4- 2p 



Il ne s'agit plus que de chasser r et v — de ces formules, et de réduire û 
en une série de cosinus des multiples de v. 

26. Nous prenons donc, comme point de départ de la première approximation, 



/ 
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nous en déduisons, en négligeant e 2 , 

/rV /'*\ 3 /'* dr 

(■8) ( -1 =i — 4ecosfx^, (-J = i-3ecosfxe, — % ^=\xe%m\i.v\ 

on peut, pour cette première approximation, négliger p dans l'expression (i4) 
de dt y ce qui donne 

dv x* 

d'où, en intégrant, 

x* / ie . \ 
* -f- const. = , ^ sinuy . 

Nous négligerons complètement l'excentricité e' de l'orbite du Soleil ; nous 
aurons donc 

v'z= n't const., 

et, si l'on porte dans cette formule l'expression précédente de t 9 il vient 

. 2 em . 
y = mv -f- <j sin/Af, 



x* /*' . x 



(, 9 ) ,n = —, ». = «-; 

(7 est une constante que l'on peut supposer nulle si, à l'origine, le Soleil et la 
Lune ont été en conjonction, la Lune étant en même temps au périgée, car on a 
alors *> = o, *>'=o, et la formule (17) donne, pour r, un minimum. On peut 
d'ailleurs éviter ces hypothèses qui ont été reprochées à Clairaut, en laissant 
subsister la constante a, qui n'est pas gênante, et écrivant 

X 



I -h CC0S(fXl> — GT ) 

où gt désigne une autre constante. On aura ensuite 

, . (\em . 
iv — 2 r = À y H sin a t\ 

avec 

(20) X = 2 — 2m. 

On trouve, en appliquant la formule de Taylor, 

cos(2 ^ — 2t>') = cosXr sin/Af sin/f — . . . , 

H* 

sin(2r — iv ) = sm H sinjxe cosAi> — . . . 
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d'où, en transformant, 

COS(2f — IV') =z COsXe H COS(> H- JJt) V COS(X — - fx)l>, 

(>') I F H 

sin(2t> — 2f') = sinXi* n sin(X -h \l)v sin(X — 

en combinant la dernière formule avec l'expression de (^j > il vient 

sin(2f — 2c') = sinXf — ie(^ \ — ^^sin(X -h p)v — îe^i -f- ^^sin(X — 
Intégrons et portons dans l'expression (16) de p ; il viendra 



(M) 



~"~ 2g X -h fJL C0S ^ "+~ f*)** ~~ 2g ^ cos(>. — j*)^ 4- cj . 



Clairaut détermine la constante c de manière que p s'annule pour e = o, ce 
qui donne 

(23) c = - 1 W + m ) 



On tire ensuite, des formules (18) et (ai), 

(*4) \ « (0 cos (2 v — 2 = | a |^cos X e — — ^ cos /x) p - e + :L^ C0S (X— j*) *T| , 

3 /•* rfr 3 
(a5) - a — ^ sin(2e — 2v') = ^ «f**[— cos(X-f-fx)^-f-cos(X — 

Il n'y a plus qu'à reporter les expressions (22), (24) et(25) dans l'expression 
(16) de û; on pourra supposer, dans le dénominateur, p = o. On trouvera 

(26) fi = — ÀacosXf — Bacos(X — p.)v — Cacos(> 4- p)v — EacosjAf + P«, 

en faisant 

3 3 x 
2 A /? 



B=e -6- 



//1 

x /jl 3/3 2/n\ 3 



/> X — ft 2\2 jLl / 4 




(27) 



1 m 



^ e I 6 x p. _ 3 /3 _ 2m \ _ 3 



P = — - - 3c-. 

i 2 /> 
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On a ensuite, par la formule (12), 
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1 i-f-Pa cosp T ^ Aa Ba Ca Ea 1 

- — C 1 + P« + ttz h r-r h -p: tt 1 = 

r p PL X 1 — 1 (X — jm) 1 — 1 (X-hfx) 1 — 1 j^— ij 

iT Aa . Ba Ca A x Ea ~\ 

+ pL^ CO8X ^ (X-^-, C0S(X -^" + (X+^-. C0S(X+ ^ ) ^^ COS ^ t, J' 

Il faut égaler à zéro le coefficient de cosc, puisqu'on a introduit cosp.c au 
lieu de cosc; on en déduira une équation propre à déterminer e i9 mais qu'on 
pourra laisser de côté, car c, ne figure dans aucune autre relation. On simpli- 
fiera ensuite l'écriture en faisant 



(28) - =z i-f- e cosfxe -h (3 cosXe 4- y cos(X — /je.) v <îcos(>, h- fx ) c, 

(29) i + P«=^ 

^ Aa x Ba x * Ca x 

(30) -r — e. 

On a représenté par e le coefficient de cosp.f afin de retrouver la première 

• «X 

approximation - = 1 4- e cosfxc Remplaçons, dans les autres, les quantités A, 

B, . . . , P par leurs valeurs (27), X par 2 — 2m et — par la quantité m* qui 
lui est égale, d'après la formule (19); nous trouverons 



3 = 3m' / 1 x\ 

p 2(1 — im) (3 — im) \ \ — mp) 



m 

(3l) ( y = 75 r-: r\2 c 1 y-*- H /, 

V ' W (3 — fJL — 2/n) (2/W H- JA — 1) \ p 2— JA — 2/n 4 /*/ 

m 

3e/n» I x f7 3 -f- /jl m 

(3-hjUL — 2m)(iH-/jL — 2/n)\/?2-hfx — 2/n t\ jï 

1 . 2 — m 

c — ; r 4- \e - — > 

2(1 — m) (24-fA — 2m)(2 — p. — 2m) 



(32) 



P <* o « T 1 / 2 — m 1 

- = 1 h 3/n 1 — — !\e- — , 

x 2 2 i-m (2 jm — 2/n) (2 — — 2/n) J 



^ 3 e/n* 



2(^-0 

Cette dernière relation, qui provient de (3o), peut s'écrire, après la suppression 
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du facteur e % 

(33) = i — -m\ 

r 2 



La constante a définie par la formule (i5), dans laquelle on peut remplacer 
M par n 2 a* 9 diffère très peu du carré du rapport du moyen mouvement du 
Soleil à celui de la Lune; a doit être considéré comme une petite quantité du 
second ordre. La formule (32), dans laquelle on remplace (x par sa valeur (33), 

donnera - par des approximations successives. On aura 

- — i -+- une quantité du second ordre; 

nous pourrons prendre ici = i, a = m 2 , et les formules (3i) et (33) donne- 
ront 

3 3 

a 1 = t m 1 , u — i — T m* -h . . . , 

2 4 



3 m* (2 — m) 



i 



3 =— 



2(1 — m) (1 — 2/n)(3 — im) 

3 cm 1 / 1 -h m î \ 1 5 

5 2 1 hm - c/n -h . . . , 

— aw)( 2m - jmM N 

/ 1 — m \ 5 . 

2 ^ h i — m ) =— s em x -\- 

\ 3 — 2 m / 8 



(a 

3 cm 1 

(4 — 2 m ) ( 2 — 2 m) 



On remarquera qu'un facteur m a disparu du numérateur de y, parce qu'il se 

3 

trouvait aussi en facteur au dénominateur dans im p. — 1 = im — ^ra*. On 
aura donc finalement 

x 1 5 

- : : 1 + c cosjmc -+- m 1 cos (2 — 2 m) r -f- -g- me cos(2 — 2 m — \k) r 

(34) \ * . , 

3 

(35) p. = 1 — ^ m*-h 



La formule (34) représente l'équation de l'orbite en coordonnées polaires, 
au moins d'une manière approchée, car on a négligé beaucoup de choses, no- 
tamment l'inclinaison. Clairaut ne donne pas, comme nous l'avons fait, les par- 
ties principales algébriques des coefficients (3, y et 8, mais leurs valeurs numé- 
riques. 
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27. Le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune a pour valeur 



m — 0,0748; 

il en résulte 

1 — jui = j m 2 — o , 004 20 ; 

et l'observation donne 

1 — /jl = 0,008 45. 

La théorie fournit donc, pour le périgée, une vitesse qui n'est guère que la 
moitié de la vitesse réelle. Il fallait en conclure, ou que l'attraction newtonienne 
ne donne point le vrai mouvement, ou que la solution précédente n'est pas 
propre à le déterminer. Clairaut s'est borné d'abord à la première alternative 
et il a pensé que la loi de Newton, qui rendait compte des attractions à grandes 
distances, devait être modifiée par un terme complémentaire, sensible seule- 
ment à des distances assez petites, ce qui est le cas de la Terre attirant la Lune. 
Il avait remarqué (p. 5o) que, si la loi d'attraction était exprimée par la for- 
mule 

M kM 



le terme additionnel ^— aurait pour effet de produire un mouvement direct du 

périgée; il était donc facile de déterminer le coefficient k de façon à rétablir 
l'accord entre les deux vitesses fournies par l'observation et par la théorie. Il 
est bon de se rappeler que le même désaccord était constaté presque aussitôt 
par d'Alembert et Euler. Ce fut Clairaut qui montra le premier (*) qu'il avait 
pour cause, non pas l'inexactitude de la loi de Newton, mais l'imperfection 
de la solution. 

Il remarqua, en effet, que si la valeur de *> substituée dans les diverses par- 
ties de l'expression (16) de û £ savoir, dans p, ^ — sin (2? — 2*>') et 

l(x) cos ( 2t; "~ 2< 0j» avait contenu, comme elle le devait, outre la partie 
1 -h ecospu', les termes 

(3 cos7.c 4- y cos(>. — /jl) r -h . . . , 

dont on a appris qu'elle était composée, le produit des termes de cette espèce, 
surtout ceux en cos(X — [/.)*>, renfermés dans (j^j > (^j > avec les sinus et co- 



( l ) On ne peut s'empêcher de rappeler que Newton avait obtenu lui-môme, mais sans la publier, 
une valeur bien plus exacte de ji, qui ne lui avait suggéré aucun doute sur l'exactitude de la loi de la 
gravitation (p. *5 de co Volume). 

T. - 111. 8 
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• si n 

sinus de Xt> et autres termes de l'expression (21) de cos ( 2 v — ■ 2 *0» aurait in- 
troduit d'autres termes que — e dans l'expression (27) de E. L'équation (3o) 



aurait été ainsi modifiée et, par suite, la valeur (33) de p.. 
Pour en donner une idée, il ne prend que le terme ycos(X — ^ v d e ï, q U i 

est le plus sensible, parce que y contient seulement le facteur m, tandis que {3 
et 8 renferment m 2 ; ce terme ajoutant a peu près 

— 4y cos(>> — fji) v 
à la valeur de (j^j > on aura pour l'intégrale 

f(^j sin(sH'— 2v')dv 

l'accroissement 

/ C • 1 i\ \ J [~C0S(2>— u)\> cosucl 

— 4yJ sinXc cos(A — f/) vdv — 2 y y ^ 1 J* 



accroissement de 2p 



dont il ne faut retenir que la partie -^cos[ac, ce qui donne, d'après (16), cet 



6ay x 45 , 
' - cos/jl^ = e/n 3 cospc. 

3 /r\ s 

On trouvera de même, pour l'accroissement de - a f - j cos(2i> — 2t>'), 

— 5 m 1 )/ cos(À — /jl) i>cosXr =— jj/n*y [cos(aX — p) v -h cosjac], 
dont il ne faut retenir que la portion 

9 • i35 , 

— | m* y C0Sfit> = 32"* cosfxr. 

3 r* rfr 

De même, on trouvera dans -a-j -T-sin(2t> — 2/), 

3 3 

-ay()> — f/) sin(> — jtx) t'sinXc» — ^ ayÇk — /*) [cosjai> — cos(aX — /*) <>], 

dont il ne faut retenir que 

- ay(A — /ji) cospe = ^e/n*cosfJLC 

L'expression (16) de ù recevra donc l'accroissement 

/ 45 i35 45 \ . 225 _ 

/ -h -4- — j^j etn* cos/ju> = -+- — e/w'cosji^. 
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Par suite, il faut remplacer dans la formule (26) le coefficient E par 



„ 3 220 

E — e — em . 

2 16 



L'équation (3o) donnera donc 

3 . 225 



jjL 1 — 1 m 1 m 



• • • a 



3 

2 16 ' 

d'où 

3 220 

(36) 1 — u = 7 m 1 -h -5— /m 3 -h. . 

4 02 

On a donc obtenu l'accroissement -h ^m z , ce qui donne 

32 ^ 

1 — p. = 0,007 14, 

nombre déjà plus rapproché de la vérité. Les théories plus complètes montrent 
que les coefficients de m 2 et de m 3 dans la formule (36) sont exacts. 



28. De même que la première approximation 



X 

/• - 



1 -+- e cospe 



avait fourni à Clairaut une expression approchée de t en fonction de e , de 
même la formule (34) lui permet de trouver plus exactement t au moyen de p. 
Dans ce cas, la formule (i4) est remplacée par 

dt = i^J r 1 dv, 
S/Mp 

où l'on doit substituer pour r et p leurs dernières valeurs. 

Clairaut montre ensuite comment on tient compte de l'excentricité de l'orbite 
du Soleil et aussi de l'inclinaison de l'orbite de la Lune; il perfectionne ainsi 
la formule qui donne rau moyen de p, et, quant à /, il le détermine par la for- 
mule plus exacte 

3 f 

dt = -= /•* dv. 

\/Mp 



Enfin il étudie les variations du nœud et de l'inclinaison de l'orbite; il ne 
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semble pas que sues recherches sur ce dernier point aient ajouté beaucoup à ce 
que Newton avait donné sur le même objet dans les Principes. 

Nous ne suivrons pas Glairaut dans tous ces détails; nous nous contenterons 
d'avoir donné une idée assez complète de sa méthode et nous renvoyons le lec- 
teur à ses divers Mémoires, notamment à sa Théorie delà Lune déduite du seul 
principe de l'attraction, 1765. 

Clairaut donne partout les valeurs numériques de ses séries plutôt que les 
expressions algébriques des coefficients, ce qui rend sa théorie plus difficile à 
suivre . 



29. Théorie de d'Alembert. — D'Alembert a consacré à la théorie de la 
Lune tout le premier volume et une partie du troisième de ses Recherches sur 
différents points importants du système du Monde (i 754 et 1756) ; il est revenu à 
plusieurs reprises sur le même sujet dans ses Opuscules, notamment dans le 
tome V (1768) et le tome VI (1773); mais c'est le tome I des Recherches qui est 
de beaucoup le plus important. La méthode qu'il emploie présente beaucoup 
d'analogie avec celle de Clairaut; c'est encore la longitude vraie qui sert de 

variable indépendante. Soit ^ la projection du rayon vecteur de la Lune sur le 

plan de l'écliptique, d'Alembert part aussi de l'équation 

S -h - — 

/0 . d*u 1 u dv 

(3 ?> d^ + u ^^ ï~7 r Tdv ~ °' 

l+ h>J HT 

dans laquelle il fait 

u = K -4- ll'y 

u désignant une nouvelle variable qui sera assez petite, parce que la projection 
de l'orbite de la Lune diffère peu d'un cercle. L'équation précédente prend la 
forme 

(38) * ^!- h N ï n'+P = o l 

ou N désigne une quantité constante qui ne diffère de 1 que par une quantité 
de l'ordre de la force perturbatrice; P est une fonction de u', de et de sinus 
et cosinus des multiples de e. Dans une première approximation, on néglige 
u' et ^ dans P, à cause de leur petitesse et du coefficient m 2 qui entre partout 
dans P. Alors l'équation (38) peut s'écrire 

d*u' 

(39) -j-f -4- N TI u'-h II -h B cos(A -+- qv) -h Ccos(l) -+- sv) ~h . . . = o. 
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L'intégrale générale de cette équation différentielle linéaire est 

// x t X- • xt H B cos(À -h <y*>) 
(4o) iT = dcosfco-f- esinNr — ^ N a — y» ~ 



d'Alembert modifie les constantes arbitraires 8 et e et met u' sous la forme 

cosNe— i 



u' — è cosNv -f- £ sinNi' -+- H 



(40 s p cos(A H- <ytp B r cos(A-+-NtQ cos(A — Ny) "l 



On peut ensuite revenir à l'équation (38) et tenir compte des termes en u' et 

du' 

-jjr- négligés d'abord; on les calculera par la formule (40» P u ^ s on recommen- 
cera l'intégration. 

Donnons quelques détails au sujet de la première approximation. En négli- 
geant remplaçant S par — ~ — l'équation (37) devient 



d*u 

dv 



u M / _ 2_ rTdv\ <D_ _ 



ou bien, en remplaçant T et par leurs valeurs (i3) et metta'nt ^ au lieu de r 
(nous négligeons ici l'inclinaison), 

d*u M f 3*'* rsin(2c — 2/) , 1 n'* r 

^^""^L 1 " 1 "^ ^ *j4- îro [« + 3co8(^- a O] = o. 

On peut supposer u constant dans l'intégrale y sin ( 2 ^~ 2(; e j remplacer 
y' par /tic, ce qui donne 

/ d*u _ M [ _ ' 3/i" cos(2 — 2/w)^ 1 

(42) { L J 

n'* 3/i" 
2/1* m 3 iWu* 

On remplace a par K-f-w', mais on néglige a' dans les termes périodiques 
multipliés par n' 1 ; il vient ainsi 



3/i'* 



2 Iv 



^ r M i 

K s LK/r*(i — m) J 
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On peut prendre 

/j 2 = Mp — n}a z p = nra x , K — -> 



n rt n r * m* 



h 1 K* n*a a 

Il vient ainsi 

d}u' ,( 3 _\ Tr m* — 2 3 m* 



,( 3 _\ Tr m* — 2 3 m*/ i \ 

-h « i w 1 + K H 1 ( i H ) COS2 ( i — m) ç = o. 

\ 2/ 2a 2a \ i — m) ' 



On pourra donc appliquer la formule (40 en faisant 

N 2 = i m 1 , H = K-i , B = n ), 

2 2a 2a\i — m) 

A = o, a = 2(1 — m). 

On trouvera ainsi, en supposant s = o, 

. * - T ,-COsNp— -1 3m*/ 1 \ cos(2 — 2m)t> 

w' = ôcosNi>-*-H ^ 1 ( n Jt-t-^ rr--^- 4-... 

N* 2a \ v — m] 4(1 — m)' 1 

ou, plus simplement, 

/ * ht „cosNi> — 1 m 1 . . 

u' —à cosN e -h H 1 cos(2 — im) v -\- . . . . 

N* a 

Cette valeur est d'accord avec la formule (34) en posant 

x = a, jj. = N. 

On voit que l'argument 

N e = ^1 — ^ m s -h. . i> 

s'introduit ici tout simplement et qu'il donne le mouvement du périgée; c'est 
le terme ScosNp que Glairaut introduit au début des approximations comme 
résultant des observations de la Lune. D'Alembert le trouve naturellement par 
le calcul même. 

Nous ne suivrons pas d'Alembert dans les calculs assez compliqués qu'il fait 
pour les approximations ultérieures; nous n'essayerons pas non plus de com- 
parer en détail sa théorie à celle de Clairaut. Les deux grands géomètres ont eu à 
ce sujet des contestations assez vives. Il nous suffira de dire que Glairaut a eu le 
grand mérite de trouver le second terme du mouvement du périgée, au moins 

sa valeur numérique. D'Alembert a donné son expression analytique, ^ m 3 , 
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que nous avons donnée plus haut, et il a montré que les termes suivants de- 
vaient être pris aussi en considération ; ses calculs algébriques sont, en somme, 
plus complets que ceux de Clairaut et plus développés. En outre, d'Âlembert 
a introduit l'argument (/.*> d'une manière plus logique. Nous remarquerons en 
terminant que, s'il avait remplacé aussi u par K u! dans le terme 

cos ( 2 — 2 m ) V, 



il serait tombé sur l'équation 

-+- u' [X H- ifc cos ( 2 — 2 m ) r] — 3, 

que nous avons considérée au Chapitre 1, et qui a fait l'objet des études impor- 
tantes de MM. Gyldèn et Liridstedt. Cette équation a été rencontrée d'abord par 
Lagrange, puis par d'Alembert {Opuscules, t. V et VI); mais d'Alembert, tout 
en s'occupant de cette équation, ne paraît pas avoir indiqué comment on pou- 
vait l'introduire très naturellement. 

D'Alembert avait pénétré assez profondément la théorie. Ainsi, en considé- 
rant la formule 

dv 

dt — 



il remarque que les termes en cosAp, pour lesquels k est du premier ordre, se- 
ront abaissés d'un ordre dans l'intégration £~ % dv. Ces termes entreront ensuite 
dans l'expression 



ils seront combinés avec d'autres termes en cos£'p, et, comme en général 
k± k ne sera pas du premier ordre, mais fini, il en résulte, qu'en calculant /, 
il n'y aura plus d'autre abaissement. Mais les termes en cos£p se retrouveront 
aussi intégralement dans dt 9 et, dans la nouvelle intégration, ils seront encore 
abaissés d'un ordre. Si donc, on veut avoir t en fonction de p, en gardant les 

petites quantités de Tordre q, il faudra calculer, dans — ,> les coefficients des 

termes en cos£e, où k est du premier ordre, en y conservant les quantités de 

l'ordre a -h 2. Pour les autres termes de en cosfo>, où k est fini, il faudra les 

calculer en gardant l'ordre q -+- 1 ; cela n'est nécessaire finalement que pour un 



% 
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petit nombre de termes, mais, comme on ne le sait pas d'avance, on doit pro- 
céder ainsi. 

On doit encore à d'Alembert cette remarque importante, que les coordonnées 
de la Lune sont, après les perturbations, développées en séries de sinus et de 
cosinus des multiples de quatre arguments élémentaires 

v — v' — différence des longitudes de la Lune et du Soleil, 
cv — = c - [w + (i - c) v] anomalie vraie de la Lune, 
gr — — r — [ 9 -h ( i — g) y] = distance de la Lune au nœud, 

i''— gt' — anomalie vraie du Soleil. 

D'Alembert dit qu'on pourrait employer, pour calculer ces séries, la méthode 
des coefficients indéterminés. C'est ce qui a été fait plus tard par Laplace et 
Damoiseau. Le lecteur pourra consulter avec fruit, pour la méthode de d'Alem- 
bert et pour les anciennes théories de la Lune, la Thèse de A. Gautier : Sur 
quelques points des théories de la Lune et des Planètes; Paris, 1817. 

Nous croyons utile, en terminant ce Chapitre, de citer quelques passages 
d'un Mémoire de Clairaut contenant des réflexions sur le problème des trois corps 
avec les équations différentielles qui expriment les conditions de ce problème (Jour- 
nal des Savants, août 1759). Clairaut fait voir que l'établissement des équations 
différentielles n'offre pas de difficulté, et il en déduit les intégrales premières 
que l'on connaît; mais il lui paraît impossible d'aller plus loin : « Intègre 
maintenant qui pourra. » 

« J'ai trouvé, » ajoute-t-il, « les équations que je viens de donner dès les 
premiers temps que j'ai envisagé le problème des trois corps, mais je n'ai jamais 
fait que peu d'efforts pour les résoudre, parce qu'elles m'ont toujours paru peu 
traitables. Peut-être promettront-elles plus à d'autres. Pour moi, je les ai 
promptement abandonnées pour employer la méthode d'approximation » 
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PREMIÈRE THÉORIE DE LA LUNE, D'EULER. 



30. L'Ouvrage d'Euler a pour titre : Theoria motus Lunœ exhibens omnes ejus 
inœqualitates ; il a paru en 1753 et se termine par un Additamentum étendu, 
qui est plus simple et plus élégant que le reste, et dont nous parlerons seule- 
ment. 

Soient x 9 y, z 9 r, p, p, X les coordonnées rectangulaires, la distance de la 
Lune à la Terre, sa projection sur l'écliptique, enfin la longitude et la latitude 
de la Lune; f et v' le rayon vecteur et la longitude du Soleil, A la distance de 
la Lune au Soleil, M la somme des masses de la Terre et de la Lune, M' la 
masse du Soleil (ces masses étant supposées multipliées par le facteur f); les 
équations (a") de la page 92 de notre tome I donnent 



où Ton a 



d} p dv* p cPv dp dv __ 

~dë~ 9 dï- Vy p d£ * 2 dt dï z ~ l ' 
P = Xcos*>-+- Ysin<>, T =— Xsini>4- Ycos^, 



X = -M~ 4- M 



— x x' \ 

Y=- M £+M'(^-£), 
p = rcos>, r=Jfc k i' 

on en conclut, en posant v — v'= r\ = longitude C — longitude ©, 

d*p dv 1 ^ w cos*> XMI (p — r' cosy) cosrA 

— £■ p -T-r = P = — M : M' ( i TT 1 TT~ I 

dt* Y dt x p 1 \ A* r'* ) 

d*v dp dv „ w/ ( V 1 \ . 



T. - III. 
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On a 



(I) 



M' =«"«'», du = n'dt, 



en désignant par o> l'anomalie moyenne du Soleil. Si l'on prend co pour variable 
indépendante, les équations différentielles précédentes deviennent 



(I) 



(H) 



2 



dp dv _ 
d(ù du 



d*p d-v 



dv „/#•' i \ . 

= ~ a M' — ~ a \ 



p — /" COSYî cos 



A 8 



cosyA 



On a d'ailleurs 



A - 1/ — ^ît -4-r' 1 — apr' cosri. 

V COS 1 A r 



31. Euler n'introduit pas la troisième coordonnée z, mais la longitude du 
nœud ascendant et l'inclinaison i de l'orbite de la Lune, relativement à l'éclip- 



Kig. 5. 




tique. Si l'on se reporte aux formules (A) de notre Tome 1, page 433, on pourra 
écrire 

/ . .d6 M' na 



(2) 



S 1 11 £ ~~z~ — 

dt M sji — e* 
di M' na 



dt M sji — é 1 



Wrcosu; 



u est la distance de la Lune k son nœud ascendant; W a pour expression (t. I, 
p. 466) 

w = <(i"?i> 

où z\ représente la distance du Soleil au plan de l'orbite de la Lune ; on a (fi g* 5) 

p- =— sinPS = — sinisin(*>' — 6); 

il en résulte donc 
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On a d'ailleurs, par le théorème des aires, 

p* ^ = na 1 y/i — e x cos 1 , 

et il en résulte 

P Â 3F = ~ M U* - ?\) ,C0SI Sln(r S) sinu ' 

ou bien, en remplaçant M 7 et r par /i' 2 a' 3 et et introduisant rfa> au lieu 
de dt, 

dd _ a' 3 f /*' 1 \ cos« sin( v' — 9) sinu 
3w ~ 57 \A 8 /•'*/ côsX 

Mais le triangle sphérique rectangle LQN donne 

cos y = cos(e — 0) cosX et cosi = cotu tang(i> — 0), 

d'où 



cos*sin((>'— 0) sinu m . ÛN 
v cqsX =sin(i>-0) sin(t>'-0). 



Il vient ainsi 



Enfin les formules (2) donnent 

di , a a cosi 

-r— . = dS COtu = rf0 ^ , 

sini tang(i> — 0) 

d'où 

(IV) rflogtangi= d ^ 



tang(t> — 9) 



Euler trouve directement les formules (III) et (IV) qui supposent déjà, comme 
on voit, la variation des constantes arbitraires et 1; il détermine ensuite cosX 
par la relation 

tangX = tangi sin(p — 0), 

qui lui donne, en négligeant i\ 

3 3 
cos*> = 1 — ^ lang 1 * 4- ^ tang'i cos a (v — 0). 

32. Nous voulons seulement donner une idée de la théorie d'Eu 1er; pour at- 
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teindre ce but, nous pourrons supposer i = o et, par suite, p = r. Posons, pour 
abréger, 



(3) 



M ■ / p-^CQSY) COSY]\ _ A 

7*" M 7 V + -pr)--s+M» 



les équations (I) et (II) donneront 



r d<** 

d*r 

7fà " 



^dr dv ^ 



rfv 1 A _ 

r-r-r = : — X. 



On en déduit aisément 



du \ du*/ 



au 



et ensuite 



(4) 



où l'on a posé 



(5) 



r Ai»-**' 
dv* dr* 2 A 



du! 1 



Les formules (4) donnent 



(6) 



dfj) 



rfr / _ aA 2^ 



et, en combinant les équations (5) et (6), il vient 



d<2 

dtti 
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La première des formules (4) donne 

di % r an'* 

d'où 

d<£ M dp 

dtù a n'* d(ù* 

et, en vertu de la première équation (7), 

dp in'WLryfJ) dp _ iTrsfp 

cette expression de ^ revient à celle qui résulte de la première des for- 
mules (B), t. I, p. 434- 

33. On a ensuite, en partant de la deuxième équation (4) et de l'expression 
connue de la vitesse dans le mouvement elliptique, 



aÀ 

h a 

r 



d'où 

a«— __M_ d9 ~— M da 
^ an'*' dtu an' 1 *»* dut' 

ou bien, en remplaçant ^ par sa valeur (7), 

ou encore, en ayant égard aux valeurs ci-dessus de 9 et de ^, 

<jq _ a n'a 1 fOIL y/jp /a i — e«) 1 

ou, a cause de la relation - = > 

/• p 

VT da __ zn'aïfWLsfp XesinuA 

(V1) dZ — -jT\— + —jf-)- 

On a ensuite 
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d'où 

de , . da dp 

d(ù d(ù d<ti 

En remplaçant ^ par sa valeur (V) et réduisant, il vient 



de_^DJLfr p\ ^ Xsin ^ 



(VII) de _ n'\/p DU /r p\ 

dfù JM e \a rj 



S/M e \ a r ) v^M 

On en tire sans peine, en désignant par u l'anomalie excentrique, 

^ = ^ [S sinw> -h T(cosm -t- cosw)], 
dt y/M 1 

ce qui est d'accord (*) avec l'expression (A) de ~ (t. I, p. 433). 

On remarquera qu'Euler a obtenu les formules précédentes en supposant que 
les intégrales premières 

conviennent également au mouvement elliptique et au mouvement troublé, 
pourvu que, dans ce dernier cas, on considère a etp comme des variables. 

34. Soit ts la longitude du périgée; on a 



I 4-*C0S(*> — Cl) 




dr 

En formant l'expression de ^ dans le mouvement elliptique et dans le mou- 
vement troublé et écrivant que les deux valeurs sont égales, on trouve 

e . % dv r dp r 1 f ( dv dm\ 

-sinw r* — — — -77 h — esinw ( -77 — -rr — cosw 

d'où, en réduisant et introduisant rfco, 

cfcj dp de 
er sin w -|— = — r cos «> -j- • 
aoj aci) aci) 

Remplaçons ^ et ^ par leurs valeurs (V) et (VII), et il viendra, après ré- 



(>) Ici S ne comprend plus l'attraction terrestre 
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duction, 

drs n'Jpi . f cosif/r /A~] | 
csinw^ = — ^L- | X sinwcosw — Oit ^2 h — ^- — ^ jj J 

ou, à l'aide d'une transformation facile, 

(VIII) = ^ [x cos«> — OTl(i-4- sin«>] . 

On en tire aussi 

^<hs _ \[j>_ [ _ § costv 4- T f 1 -+- -^sinwl, 

* s/m L V />/ J 

ce qui est d'accord avec l'expression (A) de ^5 (t. I, p. 433). 

On voit donc qu'Euler faisait varier les éléments elliptiques et qu'il avait 
trouvé les formules exprimant leurs dérivées à l'aide des composantes de la 
force perturbatrice. Il a développé ces mêmes formules d'une façon encore plus 
claire dans son Mémoire intitulé : Nouvelle méthode de déterminer les dérange- 
ments dans le mouvement des corps célestes causés par leur action mutuelle {Mé- 
moires de l'Académie des Sciences de Berlin pour 1766). 

35. Développements de x et x. — On a 

A 1 = r*-t- r (t — arr' costq, 



3 

1 \ « 



1 1 / ir r* \ 

£ï = pâ -+- % cosyî h- |^ (3 4- 5 C0S2Y3) -h .... . 

En substituant dans les expressions (3) de 3X1 et de X, on trouve aisément 

«m m/ 3'' . « ^inrï-hSsinSrî \ 

DJi=z a (ï7^ smaY1 + 3r 

ryr txf H-3C0S2TQ , 3 cos m -+- 5 cos 3 n \ 

\ r — ï?> — + 3r * — g?ï — 



On peut maintenant remplacer dans ces formules r et r 1 par 
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ce qui donnera 



«w , s r ^ (i -he'cosw') 3 3/>* (i -h e' cosw') , . c . . 

\j2p* i-+-ecosw 8/>' 4 (n-ecosw) ' 

/« r P (i^^cos^')* . 9 . 3/? 1 (i -h*' cosw') 4 

On aura ensuite 

dv fît, xa 

d'où, en désignant par /? la valeur moyenne de /? et posant 

(9) />=/>•(* + £). = 

(10) ^^ = ('-^-+-^5 , )(i-^«cosw)*; 

Ç est une petite quantité dont on a négligé le cube dans le développement de 

(i + 2 , m = — f ^ J diffère très peu du rapport du moyen mouvement du 
Soleil à celui de la Lune. 

On fera aussi 
00 g = v. 

et v sera une petite quantité environ). 
Substituons les valeurs de dît, x et/?, dans (V), et nous trouverons, en né- 



gligeant £ dans les termes qui contiennent v en facteur et en remplaçant —,- 3 
par i -h 3e 3 dans certains termes et par i dans d'autres, 

dl r 1 

— = — m I 3(i H- £)* (i -+- 3e") (i 4- e' cosw') 1 (i -+- e costv)-* sin2Yî 

H- ^ v ( i -h cosw') 4 (i -+■ e cosw)-* (sinm 5 sin3rj) -h . . . J , 



d'où, en développant, négligeant £ a , e 3 , e' 3 et remplaçant les produits de sinus 
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et de cosinus par des sommes, 

— = — 3 fi -h - e* -e'*) sin2Y3 -h 3e sin(2Y3 — cr) -h 3esin(2ri -h <*0 
m du \ 2 2 / 

— — sin(2Yî — «»') — — sin(2Yî 4- <f') 

2 2 

— sin(2Yî — 2<v) — sin(2tî h- hv) 
4 4 

— Z-j- sin(2Yî — i\v') — ^-7- sin(2Yj + 2(p') 

4 4 

qee' . , » « qee 1 . , 

2 2 

qee' . , , x gee' . , , v 

-f- Sin ( 2 Y] — w — w ) -+- Sin(2YÎ -h W -h «' ) 

2 2 

i5 i5 i5 
\ sin 2 yj H — -£esin(2Y) — w) h £esin(2Y] -h w) 

2 2 2 

— sin (2 Y) — tv') — sin(2Yj «•') 
4 4 

3v . i5v . 

r- sinr) 7— sinôY). 

4 4 

36. Euler se propose ensuite de déterminer d'abord les inégalités de la Lune 
qui sont indépendantes de l'inclinaison de son orbite, de l'excentricité ë du 
Soleil et du facteur v (celles qui contiennent en facteur v, v 2 , ... sont dési- 
gnées sous le nom ^inégalités parallactiques). Il faut donc faire, dans ce qui 
précède, 

e'=o, v =0, p =/? (i -f- 0, -^=p — ™- 

Les formules se simplifient et deviennent 

3 , w x sin2Yj 
2 r 7 1 -+- e cosw 

„ I , w x I-f- 3 C0S2YJ 

2^ V I-heCOS^ 



^=-3m(,+5) f Sin2Y1 



flfo> (i + ecos^) 1 

rfe 1 , * f 3sin2Yj . « \ . h-3cos2yj . 

— = - m(\ •+- t) — ; i (e -h 2 cosw -+- e cos* tv) H sim 

a&> 2 L v 1 "+" e cosmp') 2 i-he?L0àii' 

cfcj 1 , * f 3 sin2Yj sin w , x . i-f-3cos2Y} "I 

e — — m(i -ht)- — (2 H- e costf) h cosir • 

c((ù 2 L(i-heeosw) i-hecos»' J 

T. - Iïï. 10 



1 
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En développant suivant les puissances de e et de S, on pourra écrire 



^ = m^Aj sin(2Yî -hjw), 
de 



(A) < -7- = m2 B/ f /sin(aiYj -+-/*>), 



== C/,/COs( ait) -+-/«'); 



— ^ D/Cosw, 



das m 

ûfr*> dv dxs 

t/w cfa) 

Dans les formules (A), les quantités Ay, B l>y et C lî7 sont des polynômes en- 
tiers en e et \ \ l'indice i est égal à o ou à i. Les coefficients D 4 sont de la même 
nature que A j9 B if j et C,-j. 

Euler intègre les équations précédentes par des approximations successives, 
en employant la méthode des coefficients indéterminés. Il suppose d'abord 

£ = o et e— const. —g. 

Les formules (A) et (B) donnent, dans cette hypothèse, 
dv 

— z=z i -h a «i cos w -h . . . , 
dû) 

m\ ] df\ 

(L) I -7- = <X -h <Xi C0S«' -4- . . . , 

dw 

— = (3 -h (3, C0SC*> -+-'(3, C0S(2TQ — «') (3 3 C0S(2Y] -h w) -4-. . . , 

(D) g| = m2)A} 0) siii(aYï-i-yw), 
(D') . ^ z^m^BJ sin(aitn-yw), 

où les coefficients a /t (3,-, Ay 0) , By * sont des fonctions connues de g et de m. 
Pour l'approximation suivante, Euler suppose 

(E) £ — cl, COS 2 Y) -I- tf> COS(2TQ — w) C COS(2TQ w) -}- 

En différentiant par rapport à (o et remplaçant ^ et ^ parleurs valeurs (C), 

on trouve une expression que Ton peut développer suivant les cosinus des mul- 
tiples des arguments y] et w\ elle devra être identique à (D). On trouvera, en les 
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identifiant, des relations qui détermineront les coefficients *i>, e en fonction 
de g et de m. 

Si Ton pose de même 

e = g -f- A C0S(2YÎ -(V)-fB C0S(2Y] -h «>) -+- C cosw 
(E') { H- D C0S2YJ -h E COS(2Yî - 2W)+F C0S(2Y) + 2^) + G C0S2(P 

H cos4*î 4- J cos(4*î — 2«^) + K cos(4*î + 2^)+..., 



et que Ton différentie, on trouvera, en remplaçant ^ et ^ par leurs va- 
leurs (C), une expression de ^> qui devra être identique à (D'); on en dé- 
duira les expressions des coefficients A, B, ... en fonction de g et de m. 
Euler se borne ensuite à 

£ = «JU C0S2Y}, 

e = g A C0S(2Yj -W) + B C0S(2Y3 -h «') -h C costv, 

d'où 

1 1 A B , C 

- = z COS( 2 Y) — W) C0S12YÎ -h «') ; COSiV. 

* g g 1 g 1 g 1 

En portant ces valeurs de de e et de - dans l'expression (A) de ^> on trou- 
vera une expression de la forme 

où les coefficients E g j seront connus. Les relations (B) donneront d'ailleurs les 

développements de ^ et 

On recommencera les calculs en prenant pour point de départ les expressions 
(E) et (E') de \ et de e. L'agencement des calculs demanderait à être précisé 
et développé. Euler a fait de cette façon une série d'approximations numériques. 
Le coefficient final de <d dans xs est très important, puisqu'il donne le mouve- 
ment moyen du périgée; Euler a emprunté sa valeur à l'observation, parce que 
sa détermination directe suppose que tous les autres coefficients soient con- 
nus très exactement. Sa méthode présente un inconvénient assez grave, tenant 
aux petits diviseurs g f g 2 , g* 9 ... qui s'introduisent par le développement 

de 

e 

Il convient enfin de remarquer que les arguments finaux r\ et w ne sont pas 
proportionnels au temps, ce qui constitue un autre inconvénient. 
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37. Cette seconde théorie est développée dans un gros volume publié en 
1 772 sous le titre : Theoria Moluum Lance nova inelhodo pertraclata... incredibili 
studio atque indefesso labore trium Academicorum J.-A. Euler, W.-L. Krafft, 
J.-Â. Lexell; opus diligente Leonhardo Eulero. 

Nous croyons intéresser le lecteur en reproduisant le commencement de la 
Préface d'Euler : 

« Quoties jam quadraginta abhinc annis theoriam Lunae evolvere ejusque 
motum ex principiis gravitationis receptis definire sum conatus, tôt semper ac 
tant* difficultates se obtulerunt, ut labores meos et ulteriores investigationes 
abrumpere sum coactus. A principiis enim mechanicis tota quœstio statim ad 
ternas aequationes differentialcs secundi gradus reducitur, quas non solum 
nullo modo integrare licet, sed etiam adproximationes, quibus utique in hoc gé- 
nère est acquiescendum, maximis obstaculis impediebantur, ita, ut nullo modo 
perspicerem, quemadmodum haec investigatio ex sola theoria, non tam absolvi, 
quam tantum aliquatenus ad usum accommodari posset. Principio quidem plu- 
rimum desudavi, ut memoratas illas œquationes differentiales ad integrationem 
perducerem; continuo autem magis magisque intellexi, omnes labores hujus 
generis inutiliter insumtum iri; neque etiam hujusmodi integrationes admo- 
dum sunt desiderandae ; facile enim intelligitur, formulas intégrales maxime 
futuras esse prolixas et intricatas, ita, ut inde nullus plane fructus in usum As- 
tronomie expectari posset. ...» 

Il y a là, au sujet de l'intégration rigoureuse des équations différentielles 
du problème des trois corps, une opinion d'Euler qui demandait à être repro- 
duite, et qui coïncide, du reste, avec celle que Clairaut avait émise antérieure- 
ment (p. 64 de ce Volume). 
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Établissons d'abord les équations différentielles qui servent de point de 
départ. 

Prenons pour origine la Terre T, pour plan des xy le plan de l'écliptique 

supposé fixe. Soient x , y , z , r = >Jx\ +y\ z\ les coordonnées de la Lune L, 

x',y' f o, r' = \lx' 2 -h y 2 celles du Soleil S, A la distance SL, rri la masse du 
Soleil, m la somme des masses de la Terre et de la Lune. On aura, pour déter- 
miner le mouvement de la Lune, trois équations différentielles 



d*x 

dt 



Euler prend pour variable indépendante l'anomalie moyenne Ç' du Soleil et 
pour unité de distance le demi grand axe a! de l'orbite du Soleil, ce qui donne 

dÇ — n' dt, n'* a'* = n'* = f ( m' -+- m ) , 

fm — v fm f = p n'*, 

m' m Q 
m -t- m m 4- /w 

soit en outre 9 la longitude géocen trique du Soleil, de façon que 

x' — r'coscp, y — f' sin<p. 

Les équations différentielles pourront s'écrire 

/ r'cosç — 



d*x 


vx 


dt; 1 * 


,-3 ' 




v y 




/•* 


d* Zq 






+ 7 : 


A* = 





.r cosqA 

_ ( r's\n<t—y sinc? \ 
r» "~~ ^\ A 3 r'» / 



'0 



A*' 



38. Euler introduit deux axes mobiles tournant d'un mouvement uniforme 
autour du point T dans le plan de l'écliptique et les coordonnées X et Y de la 
Lune par rapport à ces axes. On aurk donc 

cPl 

(3) x — Xcos/ — Ysin/, y = X sin / -t- Y cos /, z = Z, j- ? z=o. 



On en tire sans peine 



cPX_dld\ dl* d'x Q . 

d?* 2 d? d? ~~ x d?* - cos "Sr ~*~ 3inl d^ 9 

d*Y dl dX dP _ . d*œ d'y* 
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d'où, en remplaçant et par leurs valeurs (2) et posant 

(4) vj; = i8o H- / — 9, 

/X -h r'cosip cosdA 

( Â* F»/ = ' 

/K , J cPY dl dX v dP vY /Y — r'sinJ; sinOA 





rf/ </Y 




vX 














^Y 


<// dX 


Y* H 


vY 










r* 




rf'Z 


vZ fxZ 










r 3 A 3 


= 0, 







(6) 



r'^X^Y'-t-Z 1 , 

^1 + x«-+- Y 8 4- Z*-+- 2r'(X cos^ — Y sin^). 



Euler prend l'angle / égal à la longitude moyenne de la Lune, de sorte que 
l'axe mobile TX passe constamment par la position moyenne de notre satellite; 

sera donc égal au rapport des moyens mouvements sidéraux de la Lune et 
du Soleil, i3,3689 ^ n foi* a ' ns * 

(7) , =m-+-i, m = 12,3689 = 



, n , 



X. Y Z 1 
39. Les rapports p> p> p sont petits, au plus égaux à On peut déve- 
lopper ^ en une série très convergente suivant les puissances des rapports en 
question; on trouve, en négligeant seulement les quantités du troisième ordre, 



1 1 „ X cos^ — Y sin^ 

— pi — 6 p* 



3 5 cos'^ — 1 3 5 sîn*tb — 1 y*__ 3Z| i5 sin^cos^^. 
2 r" 2 r' 1 2 r'* r' 5 



Si Ton porte cette valeur de ^3 et aussi l'expression (7) de ^ dans les 
équations (5), on trouve qu'elles deviennent 

d*X . .dY , vX v 3cos f il — 1 
° = -^ï — -H 1)^ -(« + i)'X+ -jj — f*X p$ 

] « v sint|/cos<|; 3 v Scos'vJ/ — 3cos^ 3 v 5 sin^cosij/ — cos^ 
(a) j ^ H-fiX jr K pi 

3 ^ cos4> o v v 5 cos' ^ sin 4> — si n v}; 
2^ "F* pi 
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et 

= ~dÇ* 4- 2 (m -h i) ^7 (m -h i)* Y -h — -t- 3/xX Ï^—X 

J Ssin 1 ^ — i 3 5 cos»^ sin^ — sinvp 3 v , 5 sin 8 ^ — 3 sirufr 

K } \ r ' 3 2^ r' k 2^ 

3 ..g» sin ^ , o..vv 5sin> ^ CQS ^ — cos ^ 

\-V- L -ynr ^~ 6 l xXX yi » 

cPZ vZ uZ -Xcosù — Ysinù 

40. Soit /' la longitude moyenne du Soleil, son anomalie moyenne estÇ'; 
nous la supposerons, comme Euler, comptée à partir de l'apogée. <p étant la 
longitude vraie du Soleil, on aura 

5 

<p = 2e'sinÇ'-f- -^e'* s\n2Ç' -+- 

On néglige e' a , et Ton pose 

r\ — l— V— longit. moy. (C — longit. moy. ©; 

il en résulte 

9 =■ l — tq — 2 e r sin Ç', 

d'où, en ayant égard à la relation (4)» 

4> = i8o°-h ri -+- 2e' sinÇ', 
puis 

(8) { 

sin4' = — sirnrî — 2e' sinÇ' cosyî, 
cos4> = — cosyî -+- 2e'sinÇ' simo, 

On a ensuite, avec la même précision, 

r'— i -+-<?' cosÇ', ^ = i — 3e?' cosÇ', ^ = i --4e?'cosÇ'; 

il faut substituer, dans les équations (a), (6), (c), les développements précédents 
de sin^, cos^, r', et il convient de transformer en même temps les puissances 
et produits de cosinus en cosinus de multiples des deux arguments rj et Ç'. C'est 
l'objet du Chapitre VIII de la Théorie d'Euler. Nous ne donnerons que le résultat 
qui concerne l'équation (a), et nous ferons en même temps avec Euler jx = i. 
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On trouve alors 



1 3 

X(i + 3 cosaYî) 4- - Ysinaio 

2 2 

3 3 

— r X*(3cosTrî 4- 5 cos3yï) 4- 7 XY(siny) 4- 5 sin3io) 

o 4 

3 3 

— g Y*(cosyî — 5 cos3yî) 4- -Z* cosyî 



(«') 



3 

4- tVX[2COSÇ'H-7COS(2Y) — Ç') — COS(2YÎ 4-Ç')] 

3 

— ^c'Y[7sin(2Yî — C) — sin(2Yî 4- £')] 

4- |e'X* [9 cos(yî - O 4- 25 cos(3yî — Ç' ) 4- 3 cos(yï 4- Ç') - 5 cos(3n 4- O] 

— |e'XY [3 sin(Yî - V) 4- a5 sin(3Yî - Ç') 4- sin(Yî -h O — 5 sin(3Yï 4- Ç')] 
4- 1 a' Y* [3 cos(y) — Ç') — 25 cos(3yî - Ç') -h cos(y) 4- Ç') 4- 5 cos(3yî 4- Ç')] 

— ? a'Z* [3 cos(yï - Ç') 4- cos(yî 4- Ol- 

41. La distance moyenne de la Terre au Soleil ayant été prise pour unité, la 
distance moyenne de la Terre à la Lune, que nous représenterons par a, sera 

une petite fraction voisine de Il convient de remarquer que, la Lune s'écar- 

tant assez peu de sa position moyenne, les coordonnées X, Y et Z différeront 
assez peu de a, o et o. On pourra donc faire 

(9) X ~ a(i 4- x), Y = ar 9 Z = az, 

et les nouvelles variables x 9 y, z resteront constamment assez petites. On aura 



il * 



Il convient de poser 

do) 

et de se faire immédiatement une idée de Tordre de grandeur de X. On a 



n*a l — fm 0t n ,% ~ f (m' 4- m ), 



♦ 
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d'où 



et, par suite, 



= _J5!_ = ( « Y* 
> = (î) î=I 79- 



On aura ensuite 



vX -1 

-l-=:k(l4- J?)[(l + X) , + J î + 5 Ï ] 1 



On pourra développer cette expression suivant les puissances de x, y et z. En 
substituant dans (a') le développement précédent, ainsi que les expressions (9) 
et supprimant le facteur a, il viendra 

d*x dy 3 3 

K) { / , . 3 



/ t 3 A 3 3 . 

— x \ m 1 -+-2/71-4 h 2 A ) x cos 2 ri 4 — y sin 2 rj 

\ 2/2 2 ^ 



On a posé 

X rz: a ( 1 4- x ) ; 

on déterminera a de façon que a? n'ait pas de partie constante. Or on verra plus 

tard que x sera donné par une série de cosinus et y par une série de sinus, de 

3 

sorte que, en substituant dans (a"), le terme constant X — m a — im > qui 

est seul de son espèce ('), devra nécessairement s'annuler, ce qui donne 

1. 

X = (m 4- i) 1 4- ^> puis a — (^j • 

Euler prend 

m 4-1 z= i3,368 903 . . . , X = 179,228 928 .... 

au lieu de 179,227567 qui résulterait de sa formule. 

Nous allons écrire complètement les trois équations différentielles que Ton 
déduit de (a), (6), (c) pour déterminer x, y, z. 



( 1 ) II pourra y avoir d'autres termes semblables, mais très petits, provenant des termes suivants, 

3 

qui contiennent .r*, x», . . ., de sorte que la différence X — /w* — im — - devra être très petite aussi; 

les termes correctifs modifieront, comme on lo verra plus tard, les mouvements du périgée et du 
nœud. 

T. — III. 11 
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/ (&x . . dy 3 3 3 

0= -prrz — l(m -\- \) — ?>\X C0S2Y) X COS 2 Y) -h - V S1I12T) 

1 t/Ç' 1 N 7 dÇ' 2 2 2" 

4- 3X* 1 — ? X(j«4- * f ) — 4Xx 3 + (y'-t- s*) 



(A) 



3 3 

— 5 a(3coSYï 4- 5 cos3yî) 4- je 1 [2 cosÇ'4- 7 cos(2tq — Ç') — cos(2Y) -h Ç')] 

3 

4- [2 C0SÇ'4- 7 C0S(2Y) — £') — C0S(2YJ 4- £')] 

3 

— ^e'/ [7 sin(2Yî — Ç') — sin(2Y) 4- £')] 



d 1 y . v 3 . 3 3 

0= + + 1) -7^7 -+- — sin 2 y) -h - j: sin 2 y) 4- -/ cos2yj 

2 2 2 

3 

— 3X.r/ 4- §\x*y \y (/*4- z 1 ) 

3 3 
/ ô a (sint) 4- 5 sin 3 to) — - e' [7 sin(2Y) — £') — sin(2Yj 4- Ç')] 

(B) { o 4 

3 

^c'iT [7 sin(2Y) — £') — sin(2Yj 4- C')] 
3 

■je' y [2 cosC— 7 cos(2Y) — Ç') 4- cos(2Y) 4- £')] 
4 



(C) o = 4- (X 4- 1) s — 31xz -+- 61x*z — - lz(y*-h z*) — $e' z cosÇ' 4- 

Nous n'avons pas reproduit tous les termes donnés par Euler; ceux que nous 
avons conservés suffiront amplement pour les explications qu'il nous reste à 
donner. 

42. Il est aisé de voir que x se composera d'une suite de cosinus et y d'une 
suite de sinus. On peut vérifier tout au moins que, en supposant qu'il en soit 
ainsi, il n'y aura que des cosinus dans le second membre de l'équation (A) et 
des sinus dans (B). Euler considère à part les trois premiers termes des équa- 
tions (A) et (B) et il suppose que l'on ait trouvé des valeurs approchées des 
termes complémentaires, de sorte que les équations en question puissent 
s'écrire 

d*x dy 



1+3(^ + 1)^ ^-2 M ' Sina ' 



d}y • . dx 
où 

- — consl. = c, A= w+ i) 2 h 

a£ 2 



1 
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Il cherche les valeurs de x ety sous la forme 

(12) ar^r^NcosŒ, y — ^ N'sinfl. 

En substituant ces expressions dans les équations (i i) et égalant à zéro les 
coefficients de cosû et de sinû, il trouve 

(c , H-3X)N-h2(/n-+- i)cN'zz M, 
2(m-4-i)cN +c ! N' = M', 

d'où, en tenant compte de la valeur de X, 



c mT , c c 1 



(,3) / A — 2 — C 1 / — 2 — C 

N' = —? — 2 N. 

Ces formules tomberaient en défaut si Ton avait 



c — o ou c = vft — 2 ; 

elles donneront seulement de grandes valeurs pour N et N\ si la quantité c est 

seulement voisine de o ou de — 2. 

Euler ne tient pas compte des intégrales générales des équations (11) dans 
lesquelles on supprime les seconds membres. Ces intégrales sont, comme on le 
trouve aisément, 

Ix — —1 m ~^ 1 B H — ; — - — - (Csino-Ç' — D coso-Ç')* 
3X 2(/7l4-l)' 
/ = A -h BÇ'4- C cos<jÇ'-h D sintf', 

en faisant 



et désignant par A, B, C et D quatre constantes arbitraires, a? ne devant pas 
contenir de partie constante, on doit avoir B = o. 

On voit que les expressions précédentes de x et de y introduiront l'argument 



aÇ'=/i'*y/(i»n-i)«-- =,1'*^—-- r^y/,-- _ 4-const.; 



c'est l'anomalie moyenne de la Lune. 
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De même, l'équation différentielle (C) pourra se meltre sous la forme 



^+(Ui)5 = -2M ff sin&, 

qui a pour intégrale 

W sinG 



5 = Eco SV /X-4-iÇ'+ E' sîn s/l + T C -f - ^ c t _T , ; 



L'argument^ i Ç' + const., qui s'introduit ici, est l'argument m de la latitude 
de la Lune. 
Nous remarquerons que Ton a 



v/T^Ç'=*'/y/(m + i) 2 + - = /i'* - i + - _+const. 

On peut déjà en conclure que le périgée est animé d'un mouvement direct 
égal à nt(^\ — y/ 1 — | et le nœud d'un mouvement rétrograde égal à 

nt(^ \ — y/ 1 -h | ^y^- La connaissance exacte des mouvements moyens du pé- 
rigée et du nœud dépend des termes -complémentaires dans la partie constante 
de l'équation {a"). 

On comprend ainsi qu'il y aura à considérer quatre arguments fondamen- 
taux : 

y] et qui figurent déjà directement dans les équations différentielles, puis 
l'anomalie moyenne de la Lune et l'argument moyen u de la latitude. 

43. Euler suppose maintenant que les quantités z peuvent se dévelop- 
per en séries convergentes de la forme 

x = -f- eV -f- e'Q -f- e 3 R +aS + aeT + e'U + ee'F + e*e' V 

(i5) { v -0'-+- eP' -+- e'Q' -+- e*W a S' -h aeT -4- e'U' -h ee'F'+ eW 

+ * e ' W -h £*X'-+- i*eY'-f- e* Z' , 

z — ip -h ieq -f- le* /• *e'.î + ï' 1 : + lar , 

où l'on désigne par e et / des constantes absolues qui sont les valeurs moyennes 
de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite lunaire; 0, P, . ..,0', P\ 
p, q 9 ... sont des fonctions des quatre arguments dont on a parlé, lesquels sont 
de la forme a -h {î/. Il substitue les équations (i5) dans les équations diffé- 
rentielles (A), (li), (C), et égale à zéro les coefficients des diverses puissances 
et produits des quantités e, i, e\ a. 
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Il trouve ainsi d'abord, en égalant à zéro les termes indépendants des quan- 
tités précédentes, 



/ d*0> 



2 (m -H i ) —jïr — 3X0 — - (i -4- 0) C0S2yî 
dç 2 



(16) 



^ 0' sin2Yï -h 3X (o* - i O' 1 ) — 4X0 5 
. . dO 3 , ^ v . 

2 (m H- î) -jrv -h -(! 4- O) Sin2TQ 

v d" 2 



-f- . . . — o , 



- 0' cos2Yi — 3X00'-+- 6X O'O'-f- . . 

2 



— O 



En égalant à zéro les coefficients de e, il obtient 



(>7) 



rf»P 

dÇ* 



dP f 

— 2(m-+-i)^ — 3XP 



3 

- C0S2YÎ 
2 



- SU12Y) 
2 



■(- 
*( 



P ( - sinan - 

P'(- cosa») — 
\ 2 



6X0 — i2XO l +6XO 



-3X0' 



12XOO') 



3X0' 



12XOO') 



3X0+ 6X0 



= o 



-h . . . = o . 



On voit que les équations (16) ne contiennent que les deux fonctions incon- 
nues et 0'. Les équations (17) renferment et 0' et, en outre, les deux fonc- 
tions inconnues P et P'. 

En somme, pour x et y, il forme vingt-six équations différentielles en consi- 
dérant les coefficients des quantités 



o, e, e % , e* ; e\ e'e, e' e 



a, ae y ae'; 1», re, i^e z ; 



fi mi O mi £>i • 



pour 5, il en forme cinq en considérant les coefficients des quantités 



/, te, /e*, te, r; 



soit en tout trente et une équations différentielles du second ordre. 



44. Plus de 45o pages de l'Ouvrage sont consacrées à l'intégration des trente 
et une équations différentielles dont nous venons de parler. Les coefficients 
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des divers sinus et cosinus, dans les intégrales, sont des fonctions de m dont 
on ne détermine pas les expressions algébriques, mais que l'on calcule numé- 
riquement. Chacun de ces calculs numériques s'appuie sur les précédents, de 
sorte que l'exactitude doit diminuer assez rapidement, au fur et à mesure que 
l'on avance. 

Donnons quelques détails sur l'intégration des équations (16). O et O' étant 
petits, on peut prendre d'abord 



d*0 






3 

— 3X0 C0S2Y) = o, 

2 


d*0' 

d£* + 


2 (m - 


,dO 
ht) d? 


3 . 

H S 111 2 Ti — o. 

2 



C'est la forme (i i) avec 

\m 3 XMf 3 f x d£l dl 

Euler applique les formules (i3) et trouve des valeurs approchées de et 0', 

O == N cos2yî, 0'= N' sin2Yî, 

qu'il substitue dans les termes négligés d'abord dans les équations (16), ce qui 

i j a. sin , sin * 

engendre des termes en cos 4*)» C os ^ 

On applique de nouveau les formules (i3), et l'on trouve 

= N H- N, cos2T) -+- Nj cos4in, 
0'= N' t sin2Yj -h Nj sin4*î. 

On calcule immédiatement les quatre quantités 

— - C0S2YÎ + 6X0 — 12X0*4- 6X0'*, 

2 



qui figurent comme coefficients de P et P' dans les équations (17) que Ton peut 
maintenant chercher à intégrer. 

Sans introduire directement l'anomalie moyenne £ par l'intégration même, 
comme nous l'avons indiqué page 83, Euler suppose que les expressions de P 
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et P' sont de la forme 
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P z=PcOSÇ-h y 2 C0S(2Y) — Ç) 4- <î,COS(2Y) 4- î) 

-h y 4 cos(4m — Ç) 4- à* cos(4*î 4-Ç) 

P' = P'sinÇ 4- /, sin(2Yj — Ç) 4- ô' 2 sin(2t) 4- Ç) 
4- / 4 sin(4*î — Ç) 4- sin(4*î 4- Ç) 

P et P' ne contiennent que sinÇ et cosÇ, comme cela doit être, puisque P et P' 
ne sont accompagnés que du facteur e. 

Euler emprunte aux observations la valeur numérique de la quantité ce 

qui revient à dire qu'il ne cherche pas à trouver l'expression théorique du mou- 
vement de l'apogée, mais qu'il accepte des astronomes sa valeur numérique. 
Dès lors, il est facile de comprendre comment on peut intégrer les équa- 
tions (17) par des approximations successives, en négligeant d'abord les termes 
les moins importants. 

Il en est de même pour l'argument u de la latitude; la dérivée est tirée 

de l'observation; il en est de même, par suite, du mouvement du nœud. Euler 
arrive finalement, pour x, y, z> à des expressions de la forme 

X 

(18) y =2 A6?VV7V " Sin (aÇ4-a'Ç'4-a /r Yî4-a fflr w), 

z 

où v, v', v" sont des entiers positifs et a, a', a" des entiers positifs ou négatifs; 
seulement il n'a jamais supposé v'> 1 ; autrement dit, il a négligé le carré de 
l'excentricité de l'orbite du Soleil. 

Nous croyons devoir présenter ici une remarque importante d'où il résulte 
que la méthode adoptée par Euler ne pourrait pas fournir les éléments d'une 
théorie rigoureuse. Les recherches ultérieures ont montré, en effet, que, dans 
les expressions (18), si l'on fait 

Ç = bÇ'4- const., u = b'C'4- const., 

les coefficients b et b' peuvent se développer en séries convergentes procédant 
suivant les puissances de m, e 2 , e' 2 et 1 2 . Par conséquent, on ne peut pas, comme 
l'a fait Euler dans les formules (i5), développer x, y, z en séries convergentes 
suivant les puissances de e, i et e', ou du moins les coefficients P, Q, R, 
P 7 , Q', R', ou au moins quelques-uns d'entre eux, cesseront d'être des 
fonctions périodiques et contiendront £' en dehors des signes sinus et cosinus. 
Par exemple le terme eP devra contenir une partie telle que cxHe^"; donc, 
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au lieu d'avoir dans x le terme e 3 R, il faudrait prendre c 8 (R 4- HÇ' a ). Au sur- 
plus, le calcul précédent semble bien lui-même se charger de fournir ces par- 
ties gênantes, car nous avons déjà trouvé dans les formules (14) un terme en 
il en amènerait d'autres en Ç' 2 dans les équations suivantes. Euler n'a pas ren- 
contré cet inconvénient parce qu'il ne s'est jamais préoccupé des intégrales 
générales de ses équations différentielles, mais seulement des solutions parti- 
culières. 

Néanmoins l'idée d'Euler de partager les inégalités en divers ordres, de 
calculer d'abord complètement celles du premier, d'en déduire celles du 
deuxième, etc., est une idée heureuse, permettant de séparer le problème en 
plusieurs autres, et elle a été recommandée encore dans ces derniers temps par 
MM. Adams et Hill. 
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LA PLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 
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CHAPITRE VU. 

LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 



Théorie de Laplace. — Cette théorie peut être considérée comme le déve- 
loppement de celles de Clairaut et de d'Alembert; mais la méthode est singu- 
lièrement perfectionnée; les calculs s'enchaînent d'une façon systématique. 
Toutes les inégalités du second et du troisième ordre sont obtenues et même 
quelques-unes du quatrième; les Tables qui résument la théorie représentent 
les positions de la Lune à moins d'une demi-minute d'arc près. Dans le cours 
de ses recherches, Laplace a fait plusieurs découvertes fondamentales dont 
nous parlerons en temps utile. 

45. Équations différentielles et fonction des forces. — On prend pour 
origine des coordonnées le centre de gravité de la Terre, pour plan des xy le 
plan de l'écliptique de 1750; soient x, y> z les coordonnées rectangulaires de 
la Lune et r son rayon vecteur. On introduit, au lieu de x y j, z, les variables 
u, v et s, définies par les formules 



cosv s m v s v 1 ■+■ s ' 

x — > y — » z — - y r — , 

*/ u u u a 

de sorte que y est la longitude dans le plan des xy, u l'inverse de la projec- 
tion du rayon vecteur sur ce plan et s la tangente de la latitude de la Lune au- 
dessus du même plan. Si l'on prend v pour variable indépendante et que l'on 
désigne par Q, la fonction des forces et par h une constante, on aura (t. I, p. 90) 



/ (d*u \ ( 2 rdïl ch 

\d? + u )v+h*J star 



d& du 1 d& s à& 

— o 



h* a* d\> di* h 1 du ds 



(d % s \( 2 ràQdvx 1 dSl ds s d& 1 + s* dil 



.)( l+ *f***) 

) \ h J àv u 1 j 



(1) { \dv* J\ h % J dv u 1 ) h*tt* dv dv hUi du h* if- ds 

. dv 
dt — - 



— o 



. t / 2 rdii dv 



T. - 111. 12 
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Si Ton suppose les unités choisies de façon que la constante f de l'attraction 
soit égale à i et qu'il en soit de même de la somme des masses de la Terre et 
de la Lune, on aura 



- z _______ + m' - ; 



x\ y 1 y z\ r\ m' sont les coordonnées, le rayon vecteur et la masse du Soleil, 
A sa distance à la Lune. On a (t. II, p. i>jo) 

3 i 5 3 
Pii-costf, V t —-co^9 > l > s ---cos 3 ô cos 5, 

2 2 2 2 



eosC/ =._: 



la série qui représente - est très convergente parce que le rapport -, est petit 

et voisin de Soient, pour le Soleil, iï, v' et j' les quaqtités analogues à w, v 
et 5. On aura 



, cosr' , sine' , s' , \l\-\-s' 1 
* — — — > J — — — ' — — > / — -, — > 



, v û cos(i>— e') -+- $$' 

( 2 ) COS V — — ==_-^_==--- • 

V^I -4- S 1 \Ji -h 

L'expression de j donne 

i xx' -h y V -f- -s' i /•* /3 4 . i\ r 3 /5 afl 3 A 

T '-Tk = - ~7i -COS 4 ) H 77 ( - cos 8 cos0) + 

A r 3 r r 3 \2 2/ /-'*\2 2 / 

En remplaçant cosO par sa valeur (2), négligeant^, convertissant les puis- 
sances de cos(*> — (/) en cosinus des multiples de v — v' et substituant dans 
l'expression de û, on trouve sans peine 

m /n' m' 3 



7=, T^t 1 "^ 300 ^ 2 '' - -O--* 2 ] 
y 1 4- s 1 L \ u 



m' u"> 



(3) J +-^ r [3(i-/j5 ï )cos(^-^)-H5cos(3r-3i;')] 



w /3 



-h 3 m' — - «' cos ( i> — ) 
u 



On a laissé de côté, dans l'expression précédente, le terme -p- qui n'intervient 
pas dans les dérivées partielles de Q. 



LAPLACE, DAMOISEAU ET PLANA. 91 

Le déplacement de l'écliptique est très faible et très lent; s'il était nul, on 
aurait constamment s'= o. Laplace avait cru démontrer que la supposition de 
s'=o n'entraîne aucune modification appréciable dans les coordonnées de la 
Lune; nous verrons dans le Chapitre suivant que cela n'est pas tout à fait exact. 
Le premier terme de ù répond au mouvement elliptique; le second, qui con- 

tient en facteur — > fournit les inégalités les plus sensibles de la Lune; le troi- 



sième, qui est multiplié par fournit ce que l'on nomme les inégalités parai- 

lactiques, parce que, comme on verra, elles contiennent en facteur le rapport ^ 

des moyennes distances de la Lune et du Soleil à la Terre et peuvent servir à 
déterminer la parallaxe du Soleil. 

m' 5 

Les termes en — jouent un rôle très peu important, et nous pouvons ici les 
laisser de côté sans inconvénient. 

46. Bornons-nous, pour le moment, à 



u m' ii'* 



—3 — — H -. — - [i -h 3 C0S(2 V — 2V*) — 2**1. 



Si nous formons ^> ^ et ^> et si nous les portons dans les équations (i), 
les deux premières deviendront 



d}u 1 m' u' 3 

-— -f- u _ h r — [1 4- 3 cos(ar — 2v')] 



(4) 



/i a (i-+- j f ) f 

$m' u'* du . , , x 3m' fd*u \ f ti'* . , 



/ d*s 3 m' u'* 

l ~ri s - 7T — c s l l cos(ar — ar')l 
] ae* 2 /r *r L " 



(5) < 

3m' u n ds . , 3m'/tPs \ f V 3 . , 

Si l'on suppose #i' = o, on obtient le mouvement elliptique de la Lune, et les 
équations précédentes deviennent 

d 1 * d*u 1 



La première donne, en désignant par y et deux constantes arbitraires, 

(6) s -y sin(r — 5), 
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et, en portant dans la seconde, il vient 



r/t " // 2 [i-f-y 2 sin 2 (c — S)]* 



Celte équation est satisfaite, comme on s'en assure aisément, en donnant à u 
la valeur + y sin ( * - j). | , i n ^« ra | e générale est donc 



/*-(■ y 2 ) 



_ v/i -+- * 2 -+■ e cos ( e — ro) 

en désignant par e et tu deux nouvelles constantes arbitraires. 

On peut remarquer que les formules du mouvement elliptique sont ici un 
peu compliquées, parce que la projection de l'orbite sur le plan des xy n'a pas 
pour foyer le point T. 

Cherchons la signification géométrique de y, 0, e et gj; est la longitude du 
nœud, car, pour v = G, la formule (G) donne j = oet, par suite, z = o. Faisons 
une figure sphérique ayant pour centre le centre de la Terre; soit L une posi- 




tion quelconque de la Lune, abaissons l'arc de grand cercle LP perpendiculaire 
sur xy (fig* 6). Le triangle sphérique rectangle NPL donne 

tangPL — sinNP tangPNL 

ou bien 

s — sin (r — 9) tangPNL. 

En comparant ce résultat à l'équation (6), on voit que 

y tangPNL = lan^ente do l'inclinaison. 

Le même triangle donne 

cosPL sinNP = sinNLcos PNL, 
cos PL cosNP — cos NL 
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ou bien, en faisant a?N -h NL = v , 

(8) si P (r--9) = sin(, -^ cos(c : -S) ;= ^ fl) 



1 -f- .v 



On a ensuite, en ayant égard à (7), 



\/i-h* 4 _ /* 2 (i-+-y s ) 

* y 

cos(r — 0) cos(et 0) -h sin(r — 0)sin(nj — 9) 



v — 

u 

1 -h e 



\ 1 -f- s- 

ou encore, en vertu des relations (8), 



L. /iv , sin(r — 0) sin(oj — 
cos(r — 9) cos(w — 9) h — — t ' 
\ f \+f J - 

Soient xs = #N -f- Nil la longitude du périgée dans l'orbite, a et e le demi 
grand axe et l'excentricité; on a, comme on sait, 

1 -h e ros(c, l — T3 ) y 

la comparaison de ces deux expressions de r nous donne 

rt(i-e;)^/**(i + y s ), 
cos0 cos(gj — 9) 1 I , 



t? sint3 - 



f . fi cos0sin(> — 0)1 
~ e sin0cos(GT — 9) n = I 

L V 1 f \ 



d'où 



e cos(cr — 0) = ecos(m — 9), e sin(cj — 9) ~ 



e sin(cj — 9) 
v'i -r-y» 



1 -+- y* cos 2 (gj — 0) 

t?r " * ' 



i + y 



1 , ✓ tang(ci — 9) 

(9) \ v 1 -+-*/' 

/#*(■ H- y») 



f7 = 



, i-f-y 2 cos s (w — 0) 

1 — e i 

1 • y- 



La seconde de ces formules montre que si Ton mène l'arc de grand cercle IIH 
perpendiculaire sur l'orbite de la Lune, on aura arH = cr et cos IIH = 
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En négligeant les termes du quatrième ordre, on aurait 

47. Le mouvement rapide des nœuds et du périgée s'oppose à ce que les for- 
mules (6) et (7) puissent être considérées comme formant une première ap- 
proximation servant de point de départ aux suivantes. Laplace prend, en dési- 
gnant par c et g des constantes voisines de l'unité, 

| s — ysm(gv-B), 

( 10 ) \ v^-t- e cos(cc— gj) 

lu — . 

( . A f (i-+-y') 

11 est facile de voir la signification de g et c. On peut écrire, en effet, 

* — ysin|i>— [0 4-(i — #)<'] |, 

et si Ton se reporte au triangle sphérique NLP de la fig. 6, on voit que Ton a 

longitude du nœud 

longitude du périgée =. m 4- (1 — c) v. 

On voit donc que les mouvements du périgée et du nœud sont représentés 
respectivement par (1 — c) v et (1 — g)v. 

Les formules (10) représentent un mouvement qui correspond à l'attraction 
de la Terre et à une certaine force perturbatrice ('), et c'est ce mouvement fictif 
qui sert de point de départ pour calculer le mouvement réel, en substituant 
les expressions (10) dans les équations (1). Les nombres indéterminés c, g et 
quelques autres coefficients, que nous verrons bientôt apparaître, se déterminent, 
dans le cours du calcul, par des équations de condition, de manière à satisfaire 
aux équations (1). Mais nous commencerons l'intégration en faisant d'abord 
abstraction de l'action du Soleil, comme dans le cas du mouvement elliptique. 

Il faut d'abord exprimer / en fonction de v; la troisième des formules (1) 
donne, pour le mouvement elliptique, 

d\ % 
fur 

nous mettrons pour u la valeur (10) et nous trouverons, en négligeant y\ 

(1 1) u = Aî(j ^ y2) [1 4- ^ y 1 4- e cos(c*' - m) - £ y* cos(2#r — , 



dt 



[3 3 1 ~1 

14- - (e'4- y') — 2e cos(ct> — m) 4- - e 1 eos(2ct> — 257)4- - y 1 cos(2#v — 2 0) 



(») Voir, pour l'interprétation géométrique de cette transformation, une étude de M. Radau Sur la 
théorie des orbites (Bulletin astronomique, août 189-2). 
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d'où, en intégrant, 

(3 3 \ 2h z e 
i 4- -e*-h -y*) v sin(ci' — m) 
2 2 / C 

3/i 3 e* /l'y* 

H t — sin(2ce — 21s) h — 7-*- sin(2£ r p — 20). 

4c 4# 

Les coefficients de cette intégrale sont un peu modifiés par l'action du Soleil. 

Dans Thypothèse elliptique, le coefficient de v dans cette expression est égal à 
1 1 

- = a 2 , ce qui donne 

A , (' + 5« , + |y t + -..) = « t , 

h — a 4 ^1 — i e 2 — i y 1 4- des termes du 4° ordre en e eiyj. 



(12) 



En portant cette valeur de h dans la formule (i i), elle devient 



03) 



u — ^ 1 h— ér 2 j y 1 -\- e(i e*) cos(ct> — gj) — - f y 1 cos(a£v — 20)J ; 



on a négligé seulement le quatrième ordre. L'expression trouvée pour / donne, 
en appelant ^ la constante arbitraire, divisant par le coefficient de v et négli- 
geant les termes en e* et ey* 9 

2 6 3 V 2 

(14) nt 4- e = v — sin(ev — gj) H- -j— sin(2Cf — 2gj) h- ^ sin(2£v — 26). 

On aura de même pour le Soleil, en faisant y' = o, 

3 

(15) n' t t' =. v' — 2 e' sin(cV — gj') -+- 7 e' 1 sin(acV — ac*'), 

4 

(16) a'— -^[i + e' f +e'cos(cV— w')]; 

CL 

le coefficient est d'ailleurs extrêmement voisin de i. L'origine du temps est 
arbitraire; on peut supposer e = o, et, en faisant 

(•7) n= m ' 

on trouvera, par l'élimination de / entre les équations (i4) et (i5) 

3 

(18) v' — ae' sin(cV — gj') h- ^ e'* sin(acV— 2x0*) = mv -h a' — 2mesin(c^ — m). 

On n'a pas écrit dans le second membre les termes en me 2 et my 2 parce 
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que ces termes sont du troisième ordre et que cet ordre a été négligé dans 

le premier membre; on a remplacé, pour la même raison, — par me. On 

tire de la formule (18), par des approximations successives ou par la formule 
de Lagrange, 

v'= mv -+- g' -h 2 e' sin {c' mv -+- cV — w' ) — 2mesin(c*> — m) 

5 

-4- ~ e' 1 sin(2c'mi' + îc'ê' — 2cj'). 
4 

On peut supprimer e' en convenant d'écrire plus tard mv e' au lieu de mv. 
On aura ensuite a substituer dans l'équation (16) 

e' cos(cV — m') — e'cos [c' mv — gj'-i- 2c'e' &\n(c'mv — ra')] 

— e' [cos(c'mr — m') — ic'e' s'm*(c r mv — gj')] 

— e' cos(c' mv — m') — e' 2 -h e 11 cos(2c' mv — 21s'). 

11 vient ainsi 

1 v' = mr -h 2e' sin(c'/wi' — gj') — 2 me sin(cc — gj) -t- 7 e fi sin(2c / m^ — 2Gj'), 

09) 

I u' — + cos(c'/m> — xs f ) -+- cos(2c'/w*> — 2©')] . 

Les perturbations apporteront k ces expressions de ^ et u' des corrections 
Se' et §m, mais le terme mv restera le même; dans la formule (17), n doit dési- 
gner l'inverse du coefficient de v dans l'expression de /, après tous les calculs. 

48. Il faut maintenant substituer dans les équations (4) et (5), ou du moins 
dans les termes multipliés par m\ les expressions (i3) et (19) de m, v' et u' . 
On voit que, dans l'hypothèse elliptique, la partie constante de u serait 



(20) a\ l ^ e 



l'action du Soleil altère cette partie constante de w, mais, a étant arbitraire, 
nous pouvons continuera la représenter par la même expression (20), ce qui 

fixera nettement la définition de a. Seulement, n ayant été déterminé de façon 

1 

que le coefficient de v dans l'expression de / soit égal à -y on n'aura plus la 

relation n 2 a* = i. On avait, dans le mouvement elliptique, d'après la rela- 
tion (12) ou la troisième des formules (9), 

cette relation n'aura plus lieu après les perturbations, a ayant été déterminé 
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d'une autre manière; mais nous pourrons calculer une quantité a, par l'équa- 
tion 

(21) h 1 — a x (i — e 1 — y* -h A'e 4 -+- . . .)> h = \fâ\ ^1 — ^ e 1 — iy* -4- . . , 

a, étant une constante qui, sans l'action du Soleil, coïnciderait avec a. Nous 
ferons ensuite 



m'a 3 



(22) — — =/!'**' = //!}; 

sans les perturbations, on aurait 

a* = — > m\— — —m % . 

Cela posé, si nous considérons les diverses parties de l'équation (4), nous 
trouverons d'abord 



(23) 



m 1 u' z m\ (a' u' f 



2 h 1 u* 2a t (i — e- — y 2 ) (au) 



3 Q 
(2^) (a'w') 3 — i -h -e'*-h 3 e' cos(c'mr — us') -h ^ cos(2c'mç> — 2gj'), 

(a«)- 3 = i — 3 J^'-h ^ y* -h e(i -h e 1 ) cos(c<> — gt) — - iy* cos(2#c — 20)J 

6 j^e'-h ^ y*-h e(i -+- <?*) cos(c^ ~m) — - y 1 cos(igv — 2 0)J 
— io ^*-+- e *) cos ( cr — rn) — jy 1 cos(2#r — 20)^j , 

d'où, en apportant autant de précision que possible dans le calcul du terme 
constant, pour une raison qui sera indiquée plus loin, et dans celui du coeffi- 
cient de cos (cv — gt), parce que le coefficient de v dans l'argument est voisin 
de i et que le terme en question grandira par l'intégration, 

(au)-* — i — 3e' — y y 1 — 3e(i -f- e % ) cos(ev — w) 

4 

-f- 6 £~ + 2e^+ ^ y*^ cos(cf — gj)J — ioe 3 cos 3 (ci> — m) , 



ou bien, en exprimant cos 3 (a> — xs) au moyen de cos(ci> — tar) et de cos(3cr— 3 ter) 
T. -III. i3 
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et ne retenant que la première partie, 



(25) 



(au)~ 3 — 1 — ^ y 2 — 3^i — i e i — y 5 ^ e cos(ce — m), 



Les formules (s3), (24) et (a5) donnent ensuite 



(a6) — j-z — - = —M i + 7 y 2 -h-e' î — 3( 1 -h -e*+- - ecos(c^ — gj) . 

2 h U 2tfj I 4 2 \ 2 2 / J 

En multipliant cette expression par 

3 cos(2 v — 2 v') = 3 cos(2t> — 2/wc) — 6 me cos(2c — imv — cv -4- ro) H- . . . , 

et ne retenant que la partie principale de cos(2*> — 2/we), et dans le produit 

cos(2i> — 2 me) cos(ct> — xs) 

que le terme en cos(a^ — irm — cv-h gt), parce que le coefficient de v dans 
son argument est voisin de i, on trouvera 

/ a l • x 3m ' u ' % i /x 3m* r 3-+-4m "I 
(2601s) — t-j — cos(2^ — iv )= L cos(2c — imv) ecos(2e — 2 mv — cv-htn) I . 

2/1 £/ 2 £Z| I 2 I 



Dans le terme 



3m' u ,% du . , 

-5F «« ^ ,,n( "- ,r) ' 



on pourra remplacer h, m\ ^> sin(2i> — 2*>') respectivement par 



11 ec . . . 

-t -7» sintcc — &), sin(2 c» — - aiwp) , 

a a' a 



ce qui donnera 



( 2 7) 



3m' u 1 * du . , fv 
2h* u* dv 



3mJ 

2a, 

3m* 

4«i 



cesin(ce — ro) sin(2c — awc) 



e cos(2t> — irnv — cv H- ro) ; 



on a laissé de côté le terme en cos(2i> — imv -4- cv — ta). 

Enfin, dans la dernière partie du premier membre de l'équation (4;, on 
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pourra prendre 



1 1 



dsr a a 



sin(2t> — 2i>') = sin(2t> — imv) — 2mesin(2f — imv — cv 4- m) , 



1 



1/ 



21' — 2i'') oV 



ce qui donnera 

= 1 / sin(2e — 2 *>') [1 — 4e cos(ce — 13)] oV 

— / [sin(2r — 2mv) — 2e(i -h m) sin(2 v — imv — tv -f- gj)J aV, 

d'où, en intégrant et remplaçant le diviseur 2 — 2/w — c par 1 — im % 

- -ÂT (rfF + J ^sin(2,-2,')aV 

(28) <' x /J 

l 3w*rcos(2i' — 2 me) 51(14- m) , v l 

r 1 e cos(2i' — aiwe — ce ~h gj) . 

v «j L 2 — 2 m 1 — 2 //i J 

11 ne reste plus à considérer que le terme 

/ l l(H_ J «)l \ / 

qui, en faisant 

s = y sin(#e — Q) -h ôs, 

et tenant compte de la valeur (21) de A a , donnera 

(29) r= [1 + e *-hyy*-hjy* cos(2#e — 2 0) — 3 y sin(#e — 0) isl . 

*•(! + , t)« «iL 4 4 J 

Si Ton réunit maintenant les développements (26), (26 bis) 9 (27), (28) 
et (29), on trouve que l'équation (4) devient 



(Pu 
dv 



u 1 / _ 1 A m\ ( _ 1 , 3 .A 
7 -f- u ( 1 -h e s -h 7 y H 1 ( 1 h- h- 7 y H — e ) 



3m|. 3mJ 2 — m 

; — 1 (2 -h e*-h 3e") e cos(ce — cj) h L cos(2e — 2 me) 

4 ai 2a. 1 — m x 7 

(A) { „ 

3mJ 5 -h (\m . . 3 , , 

- ecos(2e — 2//ic — ce en — 7 — y , cos(2 / ff-^ — 20) 

! t 1 — 2 m 4«i 



2 a, 



3 

— y sin(#e — -0)<Î5 = 0. 
ai 
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On voit qu'on a conservé deux termes du second ordre en cos(2i> — imv) et 
cos(2gv — 2O); les coefficients de r, dans ces arguments, sont voisins de 2. On 
a gardé deux termes du troisième ordre en cos(o> — gt) et cos(2^— imv— cv-hxs) 
parce que, les coefficients de v étant voisins de 1, l'intégration abaissera ces 
termes au second ordre, ce qui ne serait pas arrivé pour les autres termes du 
troisième ordre. 

49. Faisons des opérations analogues sur l'équation (5). Considérons d'a- 
bord le lerme - ^ -jt^; nous pourrons prendre 

l_ a k [ 1 — 4 — y 2 -H y 2 cos ( 2 #v — 2 ) -\- 5 e- ] , 



s — y sin(#r — 4), 



d'où 



3 m' ti' :i 3///'<7 



2 /** 2(7 



4- 2c*-h ^ e' 2 -+- y* cos(2#r — 2())J y sin(#r — 0) . 



d'où, en transformant le produit sin(#v — 0) cos(2gv — 2O) et ne gardant que 
le terme en sin(gv — 0), 

(3 ° } 2" 7? 7? 5 = "^T ( ' + a e " 2" '/ + 2 * J */ 8111 ~ 9) ' 

On aura ensuite 



3 m' m' 3 

- 77- — . S COS (2 1* — 2 V ) 
2 /i* W V ' 



3 m J a 



■ — — y sin(#r — (?) cos(2*> — 2/wr), 
2 | 



(3i) 



3 //*' «' 3 , , v 3/w* . , 

2 A* 1/* V cos ' 2 v — 2 ) — 7- 1 y sm (2 c — 2 wr - ^+ 5). 



Quant au ternie 



3///' //'* r/.v . . 
n — -7- sm (2 i- — 2 



on pourra y prendre 



= ^T,' ^' ^ =yS r COS(£'i'— 0) = yCOS(£V — 0), 

sin(2t'— 2^') — sin(2^ — 2/nc), 



1 



ce qui donnera 
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lût 



3«i' u n rts . 3 //if . 

(32) — — -y- sin(2v — 2 i' 7 ) = j-i- y sin(2r — imv — gv 0) : 

in 1 ti k a\> 4 

le dernier terme de l'équation (5) 



est de Tordre rn\ % car 

jjjj -|.5 = y(i-^)sin(^-9)-+- -hôs 

est de Tordre #wj; on doit donc le laisser de côté. Il n'y a plus qu'à réunir les 
développements (3o), (3i) et (32), moyennant quoi l'équation (5) deviendra 

i d*s 3 * / , i _ 3 .A . . _ x 

£/7* +, '>~5 #w »l 1 " 4 a<? — -7 f + s""^- 9) 

(B) < 3 

— - m J y sin( 2 e — 2/ny - - #e -f- 5) =r o. 

50. Intégration de l'équation (B). — Pour intégrer cette équation linéaire, 
nous ferons 

s — y sin (gv — 0) -+- os i_ y sin(£ r e — 0) -h A sin (2c — imv — gv -+- 0), 

A désignant une constante; en substituant cette valeur de s dans Téquation (B) 
et égalant à o les coefficients de sin(gv — 0) et de sin(2f>— imv — gv -+■ 0), 
on trouve 

(C) ^t =I+ | m ;( l + ae «-iy«-+.|^) f 

A = - 3 < 



2 I — (2 — 2 m — g) 1 ^' 

On peut remplacer dans la dernière formule g par l'unité, et il vient 

2 

m t diffère très peu de m, comme on le verra plus loin. On aura donc 

3 

(33) Ss — 5 m y sin(2i> — i mv — gv -+- 0). 
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On voit qu'il y a eu un abaissement d'un ordre, parce que le coefficient de v 
dans l'argument est voisin de i. 
La formule (C) donne 

On a, en désignant par Q la longitude du nœud ascendant moyen introduit dans 
la première approximation, 

8 = e + (i-tf)o, 

Cette quantité serait constante s'il en était ainsi de ë, mais on sait que, en 
vertu de l'attraction des planètes sur la Terre, et notamment de Vénus, l'excen- 
tricité ë de l'orbite terrestre est variable et que, pendant très longtemps, elle 
ira en diminuant avec une lenteur extrême. On peut écrire 



€ — 6 €\Vf 



et il vient, en négligeant ë' 2 , 



dv 



d'où, en intégrant, 

(35) = 8_| m .( l + atf ._i y .+ ^^ 

La longitude du nœud a donc une équation séculaire, en v 2 ou en t 2 % ce qui 
revient à dire que 6, au lieu d'être constant, contient une partie proportionnelle 
au carré du temps. C'est l'une des découvertes de Laplace. On peut écrire, si 
l'on veut, 



(36) 



51. Intégration de l'équation (A). — Il convient d'abord d'y remplacer ùs 
par sa valeur (33); on trouve 

3 Q fît V* 

— y sin(^ — 0) is= — — [cos(ai> — imv — igv -f- 2 0) — cos(2*> — 2 me)]. 



Ces termes sont du troisième ordre, et le coefficient de v dans l'argument dif- 
fère de 1 d'une quantité finie; nous devons les omettre. Nous poserons ensuite 
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avec Laplace 

U — U -+- $U , 

u désignant la partie elliptique (i3) 

u =^ j^i l^+efi + e 1 ) cos(c*> — gj) — ^ y 1 cos(2£T — 2 0)J , 

et Si/ étant de la forme 

Su — B cos(2^ — imv) -+- Bi cos(2r — 2 mv — -h gt) h- B f cos(2#p — 20), 

ou B , B, et B 2 désignent des coefficients indéterminés. En substituant cette 
valeur de u dans l'équation (A) et égalant à zéro le terme non périodique et les 
coefficients de cos(ce — ter), cos(2*> — 2/w), cos(2i> — 2mv — cv tar) et de 
cos(2gv — 20), on obtient les conditions 

(3 7 ) s('+^^ s ) ;= i( ,+c,+ ^ l )-^( ,+c,+ ^ ,4 -^' , )' 

-(1 + e«) (1 — c 1 ) — ^e(2 -4- e*-4- 3e'«) = o, 
a l\a x 

« r / \«t 3mJ a — m 

B [i — (2 — 2/w) s ] h =0, 

L J 2a t 1 — /n 

L x /J 2« t I — 2/n 

La relation (37) donne 

d'où l'on tire a k en fonction de a et de m,. 

Les formules (38) donnent ensuite, en ne considérant que les parties les plus 
importantes, 

. 3 ... 
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et 

"o ~~ "i — ~o" 77777" — ~g ~ i 



3B 



cette quantité est du quatrième ordre, et l'on doit prendre B 2 = o. 

On a donc finalement, en négligeant seulement le troisième ordre, 

3 

(E) s — y sin(#r — 9) ^ my sin(2t> — 2 me — gv 0), 

(F) ! - l5 4 

-f- m' cos ( 2 e — 2 me) -h — me cos( 2 v — 2 mt> — cv 4- er). 

o 

Les formules (D) donnent pour (1 — c) v un mouvement direct du périgée ; la 
quantité i — c contenant e' a est lentement variable. Soit II la longitude du 
périgée introduite dans la première approximation; on a 

n = cj (1 — c) v, 

dH de 3 , / 1 , 3 ,A 9 , , , 

dï= l - c - v 3ï = Z m '{'-Z e , + ; e o t J-f'*ÎW. 
d'où, en intégrant, 

(39) 1 

On voit que le périgée, comme le nœud, est animé d'un mouvement sécu- 
laire. 



52. Indications générales sur les calculs de Laplace. — Nous ne pou- 
vons pas les exposer en détail; nous nous bornerons à dire que le grand géo- 
mètre s'est proposé d'obtenir toutes les inégalités du troisième ordre dans les 
expressions de u et s en fonction de v. Il a développé les termes parallactiques 
que nous avons laissés de côté; il pose 

(4o) s = s -4- às y u=zu -{-du, 

s et u ayant la même signification que ci-dessus, et il admet que 8s et 8u peu- 
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vent se développer en séries de sinus et de cosinus des multiples des quatre 
arguments 

iv — 2 me, cv — œf, c' mv — gj', gv — 9, 

sous la forme 

\ zt a\c'mv — m') ± (3(#e — 9) zh <j( v — im>)], 

(4a) f 5"=2 X ^ eae,a '^(?) *cos[± a (ce-*i) 

où a, a', (3, i et a désignent les nombres entiers positifs o, i ou 2. L'indice q % 
placé au bas des lettres x et ofl>, indique Tordre des coefficients relativement 
à m : soit fait 



X et ifc sont de Tordre 2, si 1 — S est fini, 

» » 1 , si 1 — S est de Tordre de m, 

» » o, si 1 — S est de l'ordre de m*, comme i — c et 1 — g 

par exemple. 



Laplace substitue les valeurs (40) dans les équations différentielles et il 
égale à zéro les coefficients des divers sinus et cosinus, ce qui lui donne autant 
d'équations qu'il y a de coefficients x et iil>, soit vingt coefficients x et seize tfc>. 
Dans les conditions déduites de l'équation différentielle en w, les ift> jouent un 
rôle secondaire; dans le cas de s, ce sont les x qui deviennent accessoires. 
Enfin, il convient d'observer que g et c se détermineront en égalant à o les 
coefficients de cos(ce — tn) et de sin (gv — 6) ; ce cosinus et ce sinus étant sup- 
posés ne pas figurer dans S$ et §w, aucune des quantités x et tfc ne les accom- 
pagnait. Au degré de précision dont Laplace s'est contenté, les coefficients X 
et ilb n'entrent chacun qu'à la première puissance. On doit comprendre que les 
équations dont il s'agit ne différeront de celles que nous avons trouvées que 
par des termes en m 4 . 

53. Expression de t en fonction de v. — On a 



il faut substituer dans le second membre l'expression (4o) de u. On aura d'a- 
T. - III. 14 
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bord 



^5 = ^- j^i — l -e* — ^ y* — 2ecos(cc — gj) -h ^ y i cos(2^^— a 6) — 2tfà« 

3 i 
-f- - é* cos(2cp — a nr) 6ae$u cos(c*> — ©)+... I , 

puis, en mettant pour h sa valeur (21), 

(1 a* f 1 „ 

y — ^ = 1 — ie co&( cr — w) -\ — y t cos(2#v — 26) — 2aou 

( + - e ! cos(2ci' — 2d) -f 6ae<$i/ cos(a> — ej) -h . . . . 



La partie non périodique du second mëmbrc, en faisant abstraction de se 

réduit exactement à -^=> et il en devait être ainsi, car, dans le mouvement ellip- 

dt 3 3 

tique, la partie constante de ^ est représentée par a? ou a\. 

On a ensuite 

1 1 » \ 1 1 rd&dv 

m / ± r d nds> = l -»JTvïï+ -'- 

II faut maintenant multiplier les deux développements (43) et (44); en 

réduisant le dernier à l'unité, dt n'a pas d'autre terme non périodique que —dv, 

va, 

car eu et 8ucos(cv — ex) sont entièrement périodiques. Si l'on remarque que 
j* ^ — a été remplacé, à un facteur constant près, par j^ l ^s\n(2v — 2mv)dv 
et que cette intégrale contient des cosinus des arguments 

2v — imv ± ol(cv — w)±l a'{c'mv - is') ± — 

on verra que, dans le produit 

I 1 — 2ecos(ce — gt) -t- - cos(2ce — 2gî) -f- -y 2 cos(2£T — 20) I > 

l'argument iv — 2/w ne peut pas disparaître; ce produit ne contient donc pas 
de partie non périodique; il n'en sera pas de même de 



T — iaèu 4- 6aedu cos(ct> — gt)1 f ^ ^ 

J ov u 1 
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mais la partie non périodique correspondante contiendra m* en facteur. Nous 
aurons donc, en ne conservant dans notre exposition élémentaire que les termes 

en m 2 , — pour la partie non périodique de ^ ou bien, en remplaçant a par sa 
valeur (37 bis), 



Si donc on fait 



a\ ^1 -+- m\ ■+- ^ m}e'*-h . . . 
\ 3 / V a \ 



on aura 



t — ^ -+- | ~ ^* (e' 1 — e'*) dv const. -h des termes périodiques, 

d'où 

t> — nt H- e — ^ /n} ^* (e' 1 — ej, 1 ) /* cfr des termes périodiques. 

On voit donc que la longitude moyenne, par suite de la variation de e\ con- 
tient un terme en t 2 : c'est X accélération séculaire, qui constitue Tune des 
grandes découvertes de Laplace. On doit comprendre maintenant pourquoi nous 
avons conservé partout e' 2 : c'était en vue d'arriver à l'accélération séculaire. 
Nous donnerons dans un autre Chapitre des détails historiques et théoriques 
très complets sur cette accélération. 

Si l'on élimine a K entre les équations 



il vient 



mais on a fait 



il en résulte donc 



(45) m 



n =1 v 1 y - — -- > 

à 1 a a \ 2a i 



nïa* — 1 1 : 

2 ' 



m* — — — = n' 1 a 3 — ni 1 ri* a* ; 
1 a' s 



Laplace pose ensuite, pour trouver t en fonction de v, 



nt-^-z — v -\- \ m * j* (e' x — ë£)dv 



(46) 



2 Ofe^e^'yP^Jsin [±<x (ci* - m) 

±0L , (c'mv — m')±p(gv--6)±a(v- m*)] : 
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les coefficients e l q p) se trouvent, d'après ce qui précède, exprimés à l'aide 
des Ji,^. Il peut aussi calculer 3 { q p) quand il a résolu les trente-six équations qui 
lui donnent x ip) et ub^. 

Si l'on veut aller plus loin dans les approximations, il convient d'introduire 
encore plus de précision, comme le fait Damoiseau. On posera a priori les for- 
mules (40» (4 2 ) et (46); on en déduira 

3 

2e'sin(cV — gj') -h je 11 sin(2cV — irs 1 ) — . . . 

(*7) { 

en posant, pour abréger, 

S = ±: a(cv — 73) -h . . . . 

On tirera de là l'expression de v' en fonction de v\ on en conclura celles de u' 

m 

et de C0S ( 2(; ~ 2 0- E n substituant dans les équations différentielles (1) et 

effectuant la quadrature j* ^ ^> on pourra égaler a o les coefficients des di- 
vers cosinus de S, ce qui donnera trois séries de relations pour déterminer les 
<** q p) f ^ q p) et ces équations se prêteront très bien à la résolution par des 
approximations successives. 

54. Calcul de l'inégalité parallactique. — Nous donnons, à titre d'exemple, 
le calcul d'une inégalité du troisième ordre. Nous l'obtiendrons en considérant 
dans la fonction û, formule (3), les termes 

Q = . • • -h -rr-r- [3(£ — 4$*) COS(P - V*) -h 5 C0S(3 O — 3?')] -h . . . , 
o U 

m 

qui donnent, en négligeant m 2 * 2 , 

s dQ i ^ 3/n' «'* , , v e f% , 

~ hTu * - ÎT« 3Ï = 8^ 1? [3 cos( " ~ " > + 5 cos ( 3 " - 3 f 'H- 
L'équation différentielle en m peut s'écrire 

d*u i d&du 2^ ((P_u \ rd&dv 

dv* h* u i dv dv h 1 \dv* + U )J ~àï ^ 

3 m! u' k rn 

-+- g -^-[3cos(f — ^) 4-5cos(3e — 3 y')] = o. 
On peut remplacer ~ -+■ u^J par ^ et ne considérer que l'argument 



v — v 1 — t>(i — m), 
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parce que le coefficient de v y est voisin de i . Dans ces conditions, on aura, en 
considérant u et u comme constants, 

d& 3mV* . , 
dv 8w 3 v 



— m) v 

> 

m 



CàSldv 3m' Ç u"> . , v _ 3m' a* cos(i- 

/ 1 7 — o~ / — ïî sin(i — m)vdv — — 

J dv u* 8 J u 6 v ' 8 a' v 1 — 

3m' a 5 . , #v du /3 o\ m' a* 

^ est de Tordre de e; donc le premier terme du second membre peut être né- 
gligé devant le dernier, et il vient simplement 

d l u i5m' a* , . i5m l a 

- - -\- U— -y rrCOS(l — m) V — 5 . COS ( I — Ht) V. 

dv* 8/ï* a'* v 8a a ' 

On tiendra compte du second membre en posant 

u = i |^i -+ . . . H ? f cos(i — - m) y -4-. . ; 

en substituant dans l'équation différentielle, il vient 

H[i-(i-m)»]=-i 8 5 ni», H = — —itt, 

/o 1 r a t x i 

(48) w = - i-f. . . - 7 cos(i — m) t> -f- . . . . 

a L 10 a' J 

On aura ensuite 



dt _ \ ( i_ râtt dv\ 

dv ~~ hu*\ l h*J dv u* ) 



a* T i5m a x If 3m 1 a 1 
= h + . . .H — g— —, cos(i — m) v -h. . . Mi — - f cos(i — m) . . , 

d'où, en ne gardant que la partie principale, 

dt i T i5m a , x 1 

— = - i -f- . . . H □ , cos(i — m) v -h. . . , 

dv n\_ 8 a' N J 

i5 m a . , . 

nt — v -\- . - - -, sin(i — m) v -h. . . , 

o i — ma 

(49) p = ni + x + . . . — ^ m ~ sin(e— c') . 

o Cl 



Telle est l'inégalité cherchée; elle est du troisième ordre parce que m est du 
premier et -, du deuxième. Sa période est un mois lunaire; son coefficient doit 
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être un peu modifié par les approximations ultérieures, et, comme on le verra 
plus tard, il faut le multiplier par i - 2v, v désignant le rapport de la masse de 
la Lune à celle de la Terre. On le trouve finalement égal à i25",5. Inversement, 
si Ton arrive à le déterminer par les observations; on pourra en conclure la 

valeur du rapport et, en faisant intervenir la parallaxe de la Lune, qui est 

bien connue, on en déduira la parallaxe du Soleil; ce procédé, proposé d'abord 
par Mayer, a été souvent appliqué. Laplace a trouvé ainsi 8", 6, Hansen 8", 92 et 
Stone 8", 86 pour la parallaxe horizontale équatoriale moyenne du Soleil [voir. 
pour plus de détails, mon Mémoire Sur la parallaxe du Soleil {Annales de l'Ob- 
servatoire de Paris, t. XVI)]. 

55. Pour résoudre les équations dont dépendent les coefficients et 
Laplace a emprunté aux observations les valeurs de m, e' valeur de e' en 1750, 
y, c et g, et enfin du coefficient de sin(ce — us) dans nt. Il a pu ainsi détermi- 
ner c et g par la théorie, au moyen des deux équations séparées dont nous 
avons parlé aux n os 51 et 52; il a trouvé des valeurs qui ne diffèrent des véri- 
tables que d'environ t- 1 -- II convient d'observer que sa théorie est analy- 

tique (') pour ce qui concerne les puissances de e, e\ y et ™ et numérique 

pour m. Il a évité avec soin les développements analytiques suivant les puis- 
sances de m, parce qu'il avait constaté que leur convergence était très faible. 
C'est ainsi qu'il a représenté par — (p -+- qc'*) le coefficient de ecos(ct> — us) 
dans l'équation (A) et par p" -h q"é 2 celui de y sin (gv — G) dans l'équation (B), 
et qu'il a déterminé les valeurs numériques de p, q, p" et q". On trouve, en 
effet, pour les équations séculaires du périgée et du nœud, 



au lieu de 



^m*f {4*-e'*)dv et - | m *f(e>*- e' ») dv ; 



on voit que le terme en m 8 apporte une correction considérable à l'équation 
séculaire du périgée. 

Mayer avait constaté par l'observation, dans la longitude de la Lune, l'exis- 
tence d'une petite inégalité ayant pour période celle de la révolution du nœud 



(*; Pas complètement, car les coefficients *V et Hl» doivent contenir aussi des puissances paires 
de e et y- 
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de la Lune. Laplace en a trouvé la cause théorique : elle provient de l'aplatis- 
sement de la Terre, si bien qu'on peut déterminer par cette voie l'aplatisse- 
ment. Il a prouvé, en outre, que cet aplatissement produit aussi dans la latitude 
de la Lune une inégalité sensible. Nous expliquerons très simplement le calcul 
de ces inégalités dans le Chapitre IX. 

56. Théorie de Damoiseau. — L'Académie des Sciences ayant propose 
pour sujet du prix qu'elle devait décerner en 1820 la formation de Tables lu- 
naires uniquement fondées sur la théorie de la pesanteur universelle, deux 
pièces furent envoyées au concours, Tune par Damoiseau, l'autre par Plana et • 
Carlini; elles ont servi de base à deux théories de la Lune dont nous allons 
parler un peu, celle de Damoiseau et celle de Plana. La méthode suivie dans le 
premier de ces Ouvrages est exactement celle de Laplace, avec plus d'étendue 
dans la liste des inégalités et plus d'uniformité dans les calculs. Damoiseau pose 
immédiatement 

u — u -\- du, s — y %m{gv — 0) -+- ds, 
aèu^^XWete't'yP (^'cos*. 
ds^^iWrtete't'yï (j^J smS, 

nt^t — v-^kj [e fï e'*) dv 4- ^ & (p) e«e'*'yP (j^J sinS, 
S = dz a(cv — gj ) zt a' [c'mv — - xs' ) ± (3(#t — 0) dr <r(v — mv) ; 

s désigne la partie elliptique, dans laquelle on a conservé les quantités du 
sixième ordre. Il y a quatre-vingt-cinq coefficients x (p) 9 autant de e (p) et trente- 
sept ift> (i,) . On calcule les expressions de iï et de v' en fonction de v et des coeffi- 
cients e (p) ; on substitue dans les trois équations différentielles, et, en égalant à 
zéro les coefficients des divers sinus ou cosinus, on forme les deux cent sept équa- 
tions propres à déterminer les inconnues ; il y en a même encore deux à l'aide 
desquelles on calcule c et g. C'est peut-être l'application la plus importante qui 
ait jamais été faite de la méthode des coefficients indéterminés. Les équations 
sont résolues numériquement, par des approximations successives, après qu'on 

a substitué, pour m, c 9 g, e 9 é, y, ^> leurs valeurs. Enfin, Damoiseau renverse 

la série qui donne / et exprime la longitude vraie v à l'aide des quatre argu- 
ments : 

Notai. Dam. Notât. Hansen. 



Anomalie moyenne de la Lune x g 

Anomalie moyenne du Soleil z g' 

Longitude moyenne de la Lune moins celle du Soleil t g — g'+w - u>' 

Longitude moyenne de la Lune moins celle du nœud y g-\- co 
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Pour qu'on puisse se faire une idée exacte de la valeur de la théorie de Da- 
moiseau, j'ai donné dans les Tableaux ci-dessous la comparaison des coefficients 
des sinus des divers arguments, dans l'expression de la longitude, obtenus par 
Hansen et Damoiseau. J'ai emprunté les coefficients de Hansen à un Mémoire 
de M. Newcomb : A Transformation of Hansen s lunar Theory compared with the 
Theory of Delaunay. La colonne H. — T. se rapporte aux Tables publiées par 
Damoiseau en 1828 avec des coefficients rectifiés. 

Relativement à la convergence des séries, elle est un peu plus grande dans 
l'expression de la longitude moyenne en fonction de la longitude vraie que dans 
l'expression inverse; mais la différence n'est pas très grande. 

g et g' désignent les anomalies moyennes de la Lune et du Soleil, o> et a/ 
les distances des périgées au nœud lunaire. On a inscrit seulement les coef- 
ficients des sinus des multiples des angles co, û> , g et g'. 
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Arguments. 
6w — 4 w ' 

5-4 



4«o 



Hansen. 

» 

- 0,17 

— 0,20 



0,42 



H. - Da. 



H. 



H. - Pl. 



II.— Po. 
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On a laissé de côté tous les coefficients qui, chez Hansen, sont inférieurs 
à o',i. On voit que les différences Hansen — Damoiseau sont généralement 
faibles; il n'y en a que quatre qui laissent beaucoup à désirer, étant égales à 
— 3", 85, — 3",o5, — 2", 95, -h 2", 4* ('). En somme, la théorie de Damoiseau a 
fait faire un progrès énorme aux Tables lunaires et n'a pas exigé, après tout, 
des calculs par trop longs et compliqués. Sa méthode est, comme nous l'avons 
dit, celle de la Mécanique céleste; il est bon de citer à ce sujet ces quelques 
mots de Laplace ( 2 ) : « Cette méthode me paraît devoir donner les approxima- 
tions les plus convergentes. En effet, les forces perturbatrices se présentent 
sous cette forme (forme procédant suivant les sinus et cosinus des multiples 
de la longitude vraie) ou du moins elles y sont facilement réductibles; pour les 
réduire à une autre forme, par exemple à des séries de sinus et de cosinus 
d'angles croissant proportionnellement au temps, il faudrait, à cause des iné- 
galités considérables du mouvement lunaire provenant soit de sa partie ellip- 
tique, soit des perturbations, porter fort loin les approximations, ce qui com- 
pliquerait l'analyse et rendrait les approximations moins convergentes. » 

57. Théorie de Plana. — Elle est développée dans trois énormes volumes 
in-folio. C'est encore la longitude vraie qui est prise pour variable indépen- 
dante; les équations différentielles sont celles de Laplace. Tous les calculs sont 
analytiques, et les coefficients x {p \ oft> (p) , Q ip \ que Laplace et Damoiseau calcu- 
laient numériquement, sont développés suivant les puissances de m. Plana ne 
détermine pas tout d'un coup les expressions de u, s et de nt en fonction de v\ 
il divise le travail en plusieurs parties, détermine d'abord u et s, comme nous 
l'avons fait plus haut, en négligeant le troisième ordre, en conclut nt, puis u' 
et Il revient aux équations différentielles, qu'il intègre par la méthode des 
coefficients indéterminés, en ne négligeant plus que le quatrième ordre dans 
u et s; il détermine ensuite nt 9 et ainsi de suite. C'est moins simple et plus dif- 
ficile à suivre que chez Damoiseau; au fond, c'est la même chose, sauf la diffé- 



(!) Elles se réduisent à — 3", i5, — i <r ,64, — 3",33, -+- o*,o8 pour les Tables de Damoiseau. L'écart 
de 3*, 3 disparaît si Ton prend pour l'équation parallactique le coefficient primitif de Hansen ( — 12a", o) 
que M. Newcomb a porté à — 12 5", 43 par une réduction spéciale. 

(*) Sur le perfectionnement de la Théorie et des Tables lunaires {Additions à la Connaissance des 
Temps pour 1823). 
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rence signalée plus haut. La réduction des coefficients en séries procédant 
suivant les puissances de m a ses avantages et ses inconvénients. Plana l'avait 
bien compris, car il dit dans la Préface de son grand Ouvrage : 

« Les théories de la Lune publiées jusqu'ici n'offrent pas une expression lit- 
térale et explicite des trois coordonnées; elles portent toutes le caractère d'une 
solution qu'on pourrait appeler mixte, en réfléchissant qu'on y procède par des 
opérations algébriques entrelacées avec des opérations arithmétiques où les 
quantités numériques absolues se trouvent enveloppées avec les valeurs spé- 
ciales des constantes arbitraires Un moyen que nous avons employé pour 

soustraire notre théorie à l'influence de ces erreurs faciles à commettre dans 
une recherche aussi compliquée fut celui de développer sans cesse les divi- 
seurs qui naissent de l'intégration et d'arrêter les produits des différentes fonc- 
tions là où les termes subséquents seraient d'un ordre supérieur à celui que 
l'on considère. Alors on peut effectivement sommer un fort grand nombre de 
termes de la même espèce et, par là, diminuer la complication. Mais il est pos- 
sible que l'application trop réitérée d'un tel principe ait en lui-même l'incon- 
vénient de diminuer la convergence des séries. Sur cela, nous n'avons rien à 
opposer. Nous accorderons sans peine qu'il est possible de présenter les coeffi- 
cients des inégalités lunaires par des fonctions des éléments sous une forme 
différente de la nôtre, qui aurait l'avantage de les rendre plus convergents.... 
Il faut avouer qu'il est très difficile de réaliser avec succès une belle conception 
dans la théorie de la Lune. La complication inhérente aux formes qui conservent 
les signes d'opérations non exécutées deviendrait bientôt un obstacle insurmon- 
table pour une solution littérale telle que nous la voulions La forme que 

nous avons adoptée permet du moins d'atteindre lentement cette limite. » 

Laplace dit de son côté (Additions à la Connaissance des Temps pour i823) : 

« ... Les auteurs de la seconde pièce (Plana et Carlini) ont réduit leurs ex- 
pressions en séries ordonnées par rapport aux puissances ascendantes du rap- 
port du mouvement du Soleil à celui de la Lune, rapport moindre qu'un dou- 
zième. L'Analyse ne présente pas ces expressions sous cette forme; elle conduit 
à des équations dans lesquelles les quantités cherchées sont entremêlées et 
affectées de divers diviseurs. Pour les réduire à la forme de séries, il faut élimi- 
ner ces quantités et réduire en séries les diviseurs des divers termes de leurs 
expressions. On conçoit que cela doit conduire à des séries peu convergentes, 
et qu'il faut beaucoup prolonger pour obtenir le même degré de précision que 
donne la méthode employée dans la Mécanique céleste. » 

Voici, en outre, ce que dit Poisson dans son Mémoire sur le mouvement de la 
Lune autour de la Terre : 

«... Dans la Mécanique céleste, les coefficients des inégalités lunaires sont 
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liés, en partie, les uns aux autres, par des équations linéaires dont l'illustre 
auteur a seulement donné la résolution numérique. M. Damoiseau a suivi le 
même procédé, en poussant les approximations beaucoup au delà du terme 
auquel Laplace s'était arrêté. M. Plana, au contraire, exprime explicitement 
chaque coefficient en série ordonnée suivant les différents ordres des quantités 
que Ton considère dans le mouvement de la Lune, en sorte qu'il ne reste plus 
qu'à substituer dans ces séries les valeurs des éléments elliptiques de la Lune 
et du Soleil pour en déduire la valeur numérique de chaque coefficient. Cette 
seconde solution est plus laborieuse que la première, mais elle a l'avantage 
d'être plus complète, en la considérant comme une solution analytique et géné- 
rale du problème, puisqu'elle suppose seulement les constantes arbitraires 
assez petites pour la convergence des séries. Peut-être, sans ôter à cette solu- 
tion son caractère particulier, aurait-on pu la rendre plus simple et les séries 
plus convergentes, en évitant de développer, comme le fait M. Plana, les déno- 
minateurs de leurs différents termes résultant des intégrations successives. » 

Nous avons beaucoup insisté sur ce point, parce qu'il est capital dans la 
théorie de la Lune; nous y reviendrons encore en parlant des travaux de 
MM. Delaunay, Hill et Adams. Le Tableau des pages 112 à 1 1 5 contient les 
différences Hansen — Plana; on a marqué d'un astérisque celles que de Pon- 
técoulant déclare avoir reconnues fautives en revoyant les calculs de Plana. On 
voit que, en somme, la théorie de Plana n'est pas de beaucoup supérieure à 
celle de Damoiseau. Il y a d'ailleurs quelques différences susceptibles d'être 
expliquées par les valeurs différentes adoptées pour les constantes numériques, 
notamment pour la parallaxe du Soleil. 

En admettant que les nombres de Hansen soient rigoureusement exacts, on 
trouve dans Plana dix-sept coefficients erronés de plus de o", 8, tandis qu'il n'y en 
a que neuf chez Damoiseau; de même, le premier astronome a treize erreurs 
comprises entre o",5 et o",8, tandis que le second n'en a que sept. L'avantage 
parait donc être du côté de Damoiseau, et c'est encore plus remarquable quand 
on compare son unique Volume aux trois gros in-folio de Plana. 
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58. Nous allons rendre compte d'un Mémoire intéressant de M. Gyldén, inti- 
tulé : Die intermediâre Bahn des Mondes {Acta mathematîca, 7 : 2), en y appor- 
tant quelques simplifications et des compléments utiles, comme nous l'avons 
montré dans un travail inséré au tome II des Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse. Nous n'avons pas cru devoir introduire, avec M. Gyldén, les fonc- 
tions elliptiques, qui ne nous ont pas paru indispensables. Ce sujet peut être 
rattaché très directement à la théorie de Laplace, et c'est pour cette raison que 
nous allons le traiter immédiatement, bien que, dans l'ordre historique, il 
dût venir plus tard. 

M. Gyldén part des équations différentielles (4) et (5) du Chapitre précé- 
dent et il y prend les termes les plus importants, de manière cependant à pou- 
voir intégrer rigoureusement et à obtenir une solution approchée, mais bien 
plus précise que celle du mouvement elliptique, quelque chose d'intermédiaire 
entre ce dernier et le mouvement réel. Dans ce but, il conserve les termes en 

^ et ^ dès la première approximation. On peut négliger le dernier terme de 

l'équation (5), celui qui contient une intégrale, et remplacer, dans 1 es autres, u 9 u' y 

, 4 m! . 11 m'a'* . , 

v et j^y respectivement par -> mv y g4 > ce qui donne 

, . x d*s 3 , . . x ds f 3.3. 7 . "1 

(A) — - m* sin(2i> — imv) — -+- s I i-f- - m* 4- - m x cos(2t> — imv) =0. 

On est ainsi conduit, pour déterminer une valeur très approchée des, à une 
équation différentielle linéaire du second ordre, dont les coefficients sont des 

fonctions périodiques de la variable indépendante, la période étant | • Or 
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ces équations ont été l'objet de beaux travaux de M. Émile Picard (*) (dans le 
cas le plus général ou les coefficients sont des fonctions doublement pério- 
diques) et de M. Floquet ( 2 ), de sorte que nous pouvons bénéficier de ces pro- 
grès récents de l'Analyse. Il y a lieu de ramener l'équation (A) à la forme cano- 
nique adoptée par M. Gyldén et par M. Lindstedt; on pose 

s = zE Sud % 

où E désigne la base des logarithmes népériens et H une fonction inconnue 
de v que Ton détermine par la condition que l'équation différentielle relative 

dz 

à z ne contienne pas de second terme en ^ • On trouve, en faisant X = 2(1 — m), 

<* z , (n 3 t - \ \ dz 
_ +2 (H-^m*sin>,j^ 

-\-(i-+--m*-h-m* cosAi> -4- H 1 — - /n*H sinAe -f- z = o: 
\ 2 2 2 dv J 



on pose 



3 

H = 7 m 1 sin>t>, 
4 



d'où 



/3 m} 3 
H dv = — 7 cosAt> — — 5 7w*(i -+- m) cosAy — . . . , 
4 2 — 2/71 8 X ' 



(B) 



dv 



(C) 



s = z £1 — g -f- m) cos>cJ , 
A = 2 — 2m; 



on a conservé dans cette équation tous les termes en m* et négligé les termes 



en m*. 



59. Equation différentielle simplifiée pour u. — Dans l'équation (4)» on 
pose 

u — -> a'= r-> (1 -h s*) 1 = 1 5", — = m* — : 

a a' 2 h* a k 9 



(*) Voir le Cour* d'Analyse de M. G. Jordan, t. III, p. 274 
(*) Annales de l'École Normale; i883. 
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il vient ainsi 

d}o a 3 i O-hp')* 

-, L -f p + l — Tï -i» a ^ ^-77 [i -+■ 3C0S(2i* — 2P')1 

dv* r A" 2 2 (i-i-p)* L J 

3 ,0 + p')' tfp . . 
m î -rr -T-sin(2^-— ar' 

2 O — p) 4 <W> 

-3«'(.-P + S)/ ( ^.M«-.0* = «. 

Le terme constant i — ~ est du second ordre, comme on le voit par la for- 
mule (21) du Chapitre précédent; ^ devant désigner la partie non périodique 
de u, on peut faire abstraction du terme constant en question. On développe 

suivant les puissances de p et de p' et Ton remplace w, ( I " f "? + ^?) P ar m *» 
car ^1 + p est du second ordre. Il vient ainsi 

+ PH m- sin(2t* — 2r ) -f- 

dv % r 2 2 7 ai» 

(0 { -h -/w»(i-+-3p r — 3p)[i-4-3cos(2i' — 2^)] 

— £ (1 4- 3p' — 4p iop , )sin(2r — 2*>')aV = o. 



Il semble qu'on aurait dû omettre, comme étant du quatrième ordre, le 

terme — 3om a J p* sin(2e— iv')dv; on verra cependant plus loin qu'il donne 

une inégalité du troisième ordre qui doit être conservée. La formule (19) du 
Chapitre précédent donne ensuite 

v 1 — mv -f- ie f sin (mr — gj') -+-..., 

d'où 

sîn (ap — *v') — sinXf — 2e'sin(Xr -+- mv — gj') -4- 2e' sin(Xr — mv ~\- gj'), 
cos(2c —iv') — cosX? — 2e'cos(Xt> -h me — gj') -h 2e'cos(Xr — mv -f- gj'). 

Si Ton porte ces valeurs dans l'équation (1) et qu'on remplace en même 
temps p' par e'cos(/7ie — ta'), on trouve 

— -m*sinXf $ p (^1 — - /n 1 — - /h* cosX'iA -h - 5* -f- - m 1 -h -m* cosXr 

oV* 2 aV r \ 2 2 / 2 2 2 

— Sm'e'cos [(X -h m) v — gj'] -h 3mV cos [(X — m) r -4- gj'] 

-h ^ mVcos(mt> — gj') (1 -h 3 cosXf) — $ m *f sinXfaV -h 6mV ^ sîn [(X 4- m) ^ — gj'] oV 

— 6mV ^* sin [(X — m) r -h gj'] efr — gm l e' sinXc cos(mc — gj') dv 
-hi2m*j* p sinXfaV — 30m 1 J* p 1 sinX*>oV 



(3) 
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ou bien, en effectuant les intégrations que Ton peut faire immédiatement et 
réduisant, 

= -j— 7 — - m* sinlv -h p ( i r-- - m* - m 2 cosX A 
dv* 2 dv r \ 2 2 / 

3 i ( 3 \ 3 

-\ — s* -h - m* -h (3m ! + - m 3 j cosXc h — m'e' cos(mr — nj') 

2 2 \ 2 / 2 

3 21 

mV cos [(X -h m)v — ro') h m*e f cos [(X — m) v -+- gj'] 

i2m*j* p sinXe ûfc — Som* j*p* sinXp cfa. 

M. Andoyer (Bulletin astronomique, t. IV, p. 177) a proposé de différentier 
cette équation pour faire disparaître l'intégrale j* psin'kvdv. On serait conduit 

ainsi, sauf le petit terme. correctif — 3om 2 j*p 2 sin'kvdv, à une équation diffé- 
rentielle linéaire du troisième ordre, à coefficients périodiques. La forme de 
l'intégrale générale est connue, d'après le Mémoire déjà cité de M. Floquet. On 
pourrait ensuite déterminer les constantes par la méthode des coefficients in- 
déterminés, sauf à vérifier aussi l'équation (2). Mais il est plus simple d'avoir 
recours au procédé suivant, employé d'abord par Lagrange (Œuvres, t. I, 
p. 644-645) et généralisé par M. Gyldén : 
On peut écrire 

j p sin'kv dv — — J* ( ~ i %\Xikvdv -h J P^j sin ^ ç dv. 

Or on trouve, en intégrant deux fois par parties, 

j* ^£ sinXf dv — ^ sinXr — Xp cosXr — X 5 ^* p sinXi' dv, 

et il en résulte 

fpsmïvdv = g£ sin X v - p cos X v - + p) sin X v dv. 

Dans le dernier terme, on peut remplacer ^ t t __ l par |> et finalement l'équa- 
tion (2) devient 

< D > îf + - (ici - ;) - % - ' [' ~ I - - - + ») «•» '] = 

T. - III. 16 
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en posant, pour abréger, 



3 

2 



- m 1 — ( 3 m 2 -h - m*) cos X t> 

2 \ 2 ; 



3 3 2I 
) { m-e' cos(mt> — m') H — tfi'e' cos [(à+»î)c-cj'] /w*e' cos [(X — m) t> bj'] 



On est donc ainsi conduit, pour déterminer p, à une équation différentielle 
linéaire du second ordre, à coefficients périodiques, avec second membre; on 
devra, bien entendu, remplacer, dans U, s par sa valeur résultant de l'intégra- 
tion de l'équation (B). 

Pour ramener l'équation (D) à la forme canonique adoptée, nous ferons 

(4) p = *E U »-' )J 

ce qui nous donnera, avec la même approximation, 



On aurait du mettre dans le second membre, au lieu de U, 

* 

UE U li - l)J 

mais, en réduisant l'exponentielle à l'unité, cela revient à négliger dans U les 
quantités du quatrième ordre, ce que nous avons déjà fait. La formule (4) 
donne d'ailleurs 

/8 , 16 ,\ Cos Xi/ /S _ 79 ,\ v 

ou bien 

(F) p=z z ^f™ 3 ) cosXoJ. 

Nous sommes donc ramenés à intégrer les équations (E) et (B). 
60. Intégration de l'équation (B). — Elle est de la forme 

(5) ^ -h Z [q* + 2* COS(X f (3)] = O, 



où q, X, a et P désignent des constantes 
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On a vu dans le Chapitre I que l'intégrale générale de cette équation peut se 
mettre sous la forme 

(6) z — ^ f\i cos(w -f iV), . »'~|ir -h^; 



[x est déterminé par une équation transcendante en fonction de q, a et p.; les 
rapports — s'expriment au moyen des mêmes quantités, de sorte que l'expres- 
sion de z renferme les deux constantes arbitraires yj et Le résultat précé- 
dent est tout à fait rigoureux. Lorsque le rapport - est petit, on peut dévelop- 
per les résultats suivant les puissances de a en séries très convergentes. Voici 
la valeur de z y en ne négligeant que a 3 , 

Z —r) COSW -f- - I r— — — COS(ff H- li> -f- P) -H r— — — cos(cv — — (3) 

À [_À — f~ 2 (J À — 2 Ç J 

(n) { -t-rUr 7î T7^ x COS(w-*- 2X1'+ 2(3) 



cos 



( X- 7 )(X-ay) 



(tv — 2X1» — 2(3)J. 



Quant à la valeur de |x, elle est, aux quantités près du sixième ordre, 

é 

f «» . — aX*-+- 35 X 1 9* -607' "J 

Pour appliquer ces résultats à l'équation (B), il suffit de faire 

q*= 1 -h ^ m*, >. = 2(1 — m), a = ^ m s ^1 — ^ , |3 = o. 



On en conclut 



3 . 

4 



Les diviseurs X — iq et X 2 — 4 y 2 sont petits et, par suite, importants à con- 
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sidérer; les formules (7) et (8) pourront être réduites à 



Z — f] Q COS W -f- 



et elles donneront 



\ \j~q + + COS ( W \ ,)] , 

ft= 4 ,+ ya > -4y) ]' 

u= 1-4- 7 m 2 — ^-m s , 
^ = yî cos w -r ^ m'rîo cos ( w -h Xe) — |m^i— yî cos(«> — 

Nous ne conserverons que les termes du second ordre; dans ces conditions» 
la formule (C) donnera s = z; enfin, pour nous conformer aux notations usi- 
tées, nous ferons 

p = ^ — — y — 9°°> *)<> = 

et nous trouverons 

3 

(G) s — k sin(#v — y) -+- g mk sin [(2 — g — 2m) v -+- y], 

(H) S =i + \ m *-±m>. 

On voit que la méthode d'intégration nous a conduits d'une manière simple 
et nécessaire à la forme £sin(gv — y) qui sert de base aux approximations de- 
vant faire connaître s; la valeur elliptique s = £sin(*> — y) ne pourrait pas 
remplir ce but. Quand on compare la valeur (H) de g à celle que fournit une 
théorie plus complète, celle de Delaunay par exemple, on voit que les termes 
en m? et m 3 sont exacts et que la formule (H) donne la valeur de # — 1 à 

^ près environ. 

61. Intégration de l'équation (E). — Nous nous proposons d'abord d'ob- 
tenir dans p seulement les termes du premier et du second ordre, comme nous 
l'avons fait pour s. Si nous faisons d'abord abstraction du second membre U, 
nous rentrerons dans le type (5) en posant 

(9) = \ m% * l = 2(i — m), a — _-^ m *^3_lX-t- yj-^y P = o; 



les formules (7) et (8) nous donneront l'intégrale générale de l'équation sans 
second membre. On a vu dans le Chapitre I comment on peut tenir compte 
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du second membre; nous ferons 



u = 2 A < cosV " V/ = X^ + p„ 

p. z= c, w ~ cv — cj, y] — e> 

et nous aurons, au degré d'approximation dont nous nous contentons, 

o — z—e cosfce — bj) 4- * v e cos [Çk 4- c) \> — gj] 

(10) { 4- X(X-^2g) eC ° S [(* — *) + 

4- — V A/ ( — ^ h ^ ) cosV, ; 

__ [ a* 4 — 2>»4-35*V— 6oy» 1 



Le diviseur X — iq contient m en facteur, et, par suite, est petit, tandis que 

e 



X -f- iq est voisin de 4- Le coefficient . ae sera donc du troisième ordre et 
7 À -h 2 7 



pourra être négligé; on trouve d'ailleurs 



f /i5 43 \ 
l \T + T m ) i5 



m 

a 

= -7T- m 



— 2g) ( 3 . \ 8 



(2 — 2 m ) 2 m 



• • • » 



La formule (io) donne ainsi 



Sp = ecos(ct> — gj) 4- /ne cos [(X — c) v 4- gj] 

4" - V Ai r f Ur- 4 Ur- ) COS V/ . 

2 -Ad \ I 4- X, l — hj 

Il faut maintenant remplacer, dans l'expression (3) de U, 5 par sa valeur (G); 
d'où Ton tire aisément 

ii 3 3 

s* = — ~ C0S(2gv — 2y) 4- gmA^cos [(> — 2g) v 4- ay] — g/nA^cosXe; 

il vient ainsi 

U = U 4- U, 4- U,, 

i 3 3 

(i3) U = — -m* — t Ar' -t- ^A* cos(a£V — ay) — 3/ra'cosXi', 



(•4) 



U, = cos(mp — gj') ^m^* cos [(X — 2#) e 4- 2y)] 

2 I O 

4- 5om % j* p f sinXfifr 4- km* J* {~[^ ■+" sinXi'rfc. 
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Il est inutile d'écrire l'expression de U 2 ; nous nous bornerons k dire que les 
coefficients A/ de ses divers termes sont du troisième ordre et que les facteurs 
X/ de v dans leurs arguments sont voisins de 2. Tenons compte d'abord de U ; 
nous aurons donc à prendre successivement 

1 3 

Ai — m* — — Â' 2 , V/ = o, à/ = o; 

2 4 

3 

Ai — — 3 m*, V| — lv f — — 

La formule (12) nous donnera ainsi 

1 3 1 

p = — - m} — - Ar 2 -f- e cos(cp — m) -h m* cosXp — ^ X: 2 cos(2£T — 2y) 

i5 

(I) / -4- -g- me cos [(X — c) p cj], 

1 -+■ p 



Telle est l'expression de p, en ne négligeant que des inégalités du troisième 
ordre. 

Nous allons maintenant procéder au calcul de la valeur (11) de c; on tire 
successivement des relations (9) 

3 . / , 1 — m \ 

(l5) *=-i m \* + m + ^s--* m + w} 



(16) 



(17) 



a = — ^m* ^ + m + 8(i - m) ^1 -h ^ m 4- —m* -H. . .H 

. . . ^ , 

ï 4 f i-H -h — + . . . V 

\ '5 900 y 

225 . / 247 4924l , \ 



3 ./ 43 224 . 

4 V 3 9 

9 225 . / 4 3 632Q 



? , a , -4? î ) 



k — 2>*-h 35^*^r 2 — 607* 810000 

a 47*(X î — 7 s )(X s — 4^)* ~~~ 32768 m 



3 . 225 , 3741 . 236780 - 

= 1 — 7 m- ^- m* '—^r m> m 1 •— 

4 32 128 2048 
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Delaunay a trouvé 

, o\ 3 . 225 . 4071 . 265 4g3 

(18) c = 1 — 7 m* 5— m 1 -5 m> y§- m 5 — 

v 1 4 3a 128 2048 

On voit donc que les coefficients de m 2 et m 3 dans (17) sont exacts, et Ton 
pouvait répondre a priori que cela devait arriver; mais, en comparant les coef- 
ficients de m* et m 5 dans (17) et (18), on remarque que, si ces coefficients ne 
sont pas les mêmes, ils ne différent pas beaucoup : ainsi Terreur relative du 

coefficient de m* est — et celle du coefficient de m 5 est — • Si donc on calcule 

12 10 

la valeur numérique de c en partant des formules (9) et (17), on devra obte- 
nir une grande approximation. Prenons en effet, avec Laplace, m — 0,0748013, 
et nous trouverons sans peine 

1 — 1 , 85o 3974 , log q = 1 , 998 1 698 , log a* = 3 , 346 9278 , 



a* 



— — — 7 — — — — o, oo4 i326, 

_ 2 X*-+-35XV-6o^ 
* ^(l'-y'H*-*?')' = " 0,000 ' I?8, 

c =0,991562, 1 — c = 0,008 438. 

La valeur exacte de 1 — c est 0,008452; on a donc le moyen mouvement du 
périgée à ^ de sa valeur environ. Si Ton ne conservait dans la formule (17) 
que les termes en m 2 et en m 3 , qui sont seuls exacts, on n'aurait 1 — c qu'à 
g près. On ne saurait avoir les valeurs complètes des termes m 4 et m 5 parce que, 

dans l'équation (E), la portion 1 — m 2 du coefficient de p demande à être 

complétée par des termes en /n\ /n 5 , . . . , et de même pour le reste de l'équa- 
tion. Toutefois, la comparaison des deux valeurs de c montre que les termes 
ainsi négligés sont relativement peu importants, de sorte que l'équation (E) 
réalise, sous une forme simple, une approximation déjà assez grande. 

L'une des grosses difficultés de la théorie de la Lune provient, comme nous 
l'avons déjà dit, du peu de convergence des séries développées suivant les 
puissances de m; cet inconvénient se manifeste bien dans l'expression (18) 
de c: on voit, en effet, que les coefficients vont en augmentant dans une propor- 
tion notable. Ces grands coefficients apparaissent déjà quand on passe de la 
formule (i5) à la formule (16); ils proviennent du développement de la frac- 

t ' on 3 — 8/71 + 4/71*' ' e q ue l est peu convergent. Il semble qu'il y ait lieu d'éviter 
ce développement ou de l'améliorer, comme l'ont proposé MM. Hill et Adams, 
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en posant m = j~— • On trouve en effet, dans cette hypothèse, au lieu de (18), 
la série 

3 , 177 . i65q . 852o5 

4 32 1 128 1 2048 1 

qui converge plus rapidement. 

62. Expression de t en fonction de v. — Nous nous proposons d'obtenir / 
en conservant toutes les inégalités du second ordre. On verra dans un moment 
que, pour atteindre ce but, il est nécessaire d'obtenir u non seulement avec les 
inégalités du second ordre, mais encore avec celles du troisième ordre dans 
l'argument desquelles le coefficient de v est petit. Or, dans l'expression (i4) 
de U«, nous avons déjà deux termes périodiques du troisième ordre de la forme 

voulue, puisque les coefficients de v sont /n et X — 2# = — im m 2 — . . . , 

quantités du premier ordre. Il nous reste à mettre en évidence les parties 
analogues de U p qui seront fournies par les intégrales 

j*p* sinXcc/e et j* sinXyrfr. 

Nous remplacerons p par son expression (I) et nous ne garderons dans p a 

et -^-£ -h p que les termes du second ordre dans lesquels le coefficient de v diffère 

très peu de 2, de sorte que la multiplication par sinXp amène des termes où le 
coefficient de v sera très petit. Nous trouverons ainsi que nous pourrons nous 
borner à 

p* — - e* C0S(2Cl> — 2GJ), 
+p = — ^*)C0S(2^ — 2y)- ^**C0S(2£V— 2y), 

L'expression {\f\) de U, devient ainsi, après réduction, 

3 i5 
U. = — - m* e f zosimv — m') -h -7- me 1 cos [(> — 2 c ) y -h 2 ht] 
2 4 

3 

-4- -^/w/r'COS [(X — 2#) 
10 



après quoi la formule (12) donnera, en désignant par Sp les termes complémen 
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taires cherchés, 

S 3 i5 
àp = m i e f cos(mv — 4- — me 1 cos [(À — ic) *>-f- acj] 

i 3 

( ï5 wl * ,cos [(*-- a s r ) |; -t- 2 yl> 

cette valeur de 8p doit être ajoutée à l'expression (I) de p. 

On a maintenant, par la formule ( \4) du Chapitre précédent, en négligeant 
seulement le quatrième ordre, 

,dt 1 r 3m' ru'> . . , x , 1 
^ = ^L ,+ ^J " v Sin ( 2 ^- 2 ^')^J> 

d'où, en remplaçant u et m' par 

1 -h ç> -h dp , i + p' 

M — r , « — ^ , 

a a 

(19) ^ 5^ = (I ~ 2f> ~~ 2dp + 3 P Î} [' + 5 w '/ ( ( ! r ^p) v- sin (' 2t ' " av ')*] • 

On a, d'après (I) et (I, ), en ne conservant que ceux des termes du troisième 
ordre dans lesquels le coefficient de p est très petit, 

/ 3 3 3 

' 1 — 2 p — 2 <5p h- 3 p* — 1 H — e* H — A* 2 4- ni 1 — 2e cos (cy — m) -4- - e* cos ( 2Ct> — 2*3) 

-h - cos (2^-2y)-2m ! cos X t> 
,5 

(20) { — me cos [(X — c) v -+- gj] H- 3m l e' cos (me — us' ) 

i5 

me 1 cos[(X — 2c) v -h iw\ 

o 



— ~ //jA:* cos [(X — 2#) r -f- 2y]. 



On aura ensuite 



/ , r r sin (2 y — )dv 

= j*( l + 3p' — 4p 4- lop 1 ) sin(2c — 2*>'j <ii> 

=: J* [n-3e' cos (/ne — gj') — ^ecos(cv — gj) 

-4- A 1 cos ( 2 — 2 y ) — 4 tf* 1 cos X t> -h 5 e 1 cos ( 2 ce — 2 gj )] 
x j sinXe — 1e 1 sin [(X -h m) v — gj')] 4- 2 *' sin [(X — m) y f- gj'] j dv 

= sïnlvdv -i- j**y* sin ~ a A r ) " 4- ay] * -r ^ e'J^ sin [(X — 2c) i> -h 2m]dv; 
T. - III. 17 
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d'où 

i -h - ni 1 I -, S-^- sin ( 2 v — - 2 v' ) dv 

3 3 

(21) { = i — 7 m 5 cosAî>4- - mA:* cos — 2 g) v 4- 2y] 

i5 

—q- me* cos [(X — ic) v h- 2gt]. 

o 

Les formules (19), (20) et (21) nous donnent enfin 

h dt 3,3., , \ 3 »/ v 

— -r = n — e*4 — a 4- m s — 2e cos (ce — ht) h — e 1 cos (2 ce — 2 ci) 
a 1 dv 2 2 2 

11. ^ 1 5 



- k* cos(2#e — 2y) — ni 1 cosAe me cos [(A — c ) r 4- eu] 

-4- 3 m* e' cos (me — us'). 

On voit que deux des termes du troisième ordre se sont détruits dans l'exprès- 
dv 



sion de ~- Si l'on intègre, il vient, au second ordre près inclusivement, 



h { 3 3 \ 3 

— tznl 1-+- m* 4 — e*4 — k* ) v — 2e sin (ce — m) -h 7 e* sin (2 ce — 2cr) 
a* \ 22/ v ' 4 

(22) / 1 #• • / x 11 « • «* l5 • r/n n t 

v 7 ^ 4- ^ A:- sin(2#e — 2y) — -g- m* smAe — -^ me sin [(A — c) e 4- gj] 

-h 3we' sin (me — bj'). 

On voit que le terme du troisième ordre s'est abaissé au second par l'inté- 
gration, à cause du diviseur m; on comprend ainsi pourquoi nous avons du 
obtenir celles des inégalités de p qui, étant du troisième ordre, avaient un très 
petit coefficient de *\ 

On doit poser 

( } "77 , 3 , 3 .A = 

a x 1 4- m* 4 — e*4- - ) 

\ 2 2 y 

ce qui donne, en rétablissant désormais la constante e' ou erqui doit s'ajouter 
à m*?, comme on l'a dit plus haut (p. 96), 

/ 3 1 

( nt = v — 2e sin (ce — m) 4- ^e* sin (2 ce — iw) 4- j k* sin (2^ — 2y) 



(J) < 11 , . i5 

4 

4- 3me' sin(rae 4- <j — us'). 



— -g- m % sin (Ae — 2a) — me sin [(A — c)v — i<j 4- ci] 



63. Expressions de 7/, r et 5 en fonction de — Il est commode d'avoir 
finalement les coordonnées u 9 v et s exprimées en fonction de 
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On tire da la formule (J) ces valeurs approchées successives 

ç — ni h- 2e sin (en t — m), 

v — nt 4- 2e singent — xs 4- 2ce sin (ent eu)] 

3 i 

— 7 e*siii(2c/iJ — 2X3) — 7 k* sin(2gnt — 2y) 

4 4 

m* sin (X /il — 2a) -h -7- me sin[(X — c)nt — 2a 4- et] 
a 4 



d'où 



— 3 me' s\n{mnt 4-0" — cj') ; 



5 i 
y = /i£ 4- 2esin(c/t/ — cj) h- 7 e a sin(2C/iJ — 2 us) — j k* sin (2 g nt — 2y) 

4 4 



f K. ^ . 11 10 

-h -Q- m* sin [ 2 ( n — n')t — 2a] 4- -7- me sin [(2/1 — 2/1' — en)/ — 217 + 51] 

— 3me' sin(/i'f -h a — gj'). 

Posons cette valeur de v dans les formules (G) et (I), et remarquons que l'on a 

e cos (et» — xs) — ecos[cnt — ej 4- 2ce sin (ent — ej)] 

— ecos (ent — ht) — e*4- e* cos(2e/zl — 2ej), 

£sin (^r — y) == k sin [^ti/ — y H- 2£ r esin(e/il — ci)] 

= k s\n(gnt — y) 4- ke sin[(c 4- g)nt — xs — y] 

4- ke sin[(e — g)nt — gj 4- y]; 

nous trouverons 

1 3 

ua — 1 — - m* — e* — 7 Âr*4- e cos(c/*/ — cj) 4- e* cos (2 ent — 2xs) 

(L) / — y k 1 cos (2 gnt — 2y) 4- m* cos[2(/i — n')t — 2a] 

4 

i5 

4- me cos [(2 n — 2/i ; — c/e) J — 2 a 4- gj]; 

o 

5 = &sin(£7il — y) 4- A:e sin[(# 4- c)nt — y — gj] — ke sin[(g — c)nt — y 4- gj] 

(M) { 3 

g A:m sin [(2/1 — 2 /*' — gn) t 4- y — 2a]; 
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Les formules (K), (L), (M), (N) contiennent le résumé de la théorie élémen- 
taire que nous avions en vue. 

Il convient de donner aussi l'expression de la parallaxe horizontale équa- 
toriale II de la Lune à l'époque Soient R le rayon terrestre équatorial, II la 
valeur moyenne de ET; on a, par définition, 

d'où, en remplaçant u et s par leurs valeurs (L) et (M), 

II -- - R \ i — - m* — e 1 — k 1 -4- e cos ( ait — bj) -h e* cos ( 2 cnt — 2 bj) 
a / 2 

i5 

-h m* cos [ 2 ( n — n^ — aa] + -g- me cos [(2/1 — 2/*' — c/i)/— -20"-hcj] 

On en déduit immédiatement 



II — n o ] 1 4- ecos(cnt -53) + ^ cos (2 en/ — - 2d) 4- m* COS[2(/l — /i')/ — 2a] 

(O) { ' i5 

-h ~çT- me cos [(2/1 — 2 /i' -- cn)t — 2 a -f- gj] 

o 

64. Remarques sur les inégalités de la longitude de la Lune. — Posons 

j (I) = ie s\n(cnt — eu) H- 7 e x s\n(2cnt — 2cj), 
(II) = — ^ A: 1 sin(2£7i/ — 2y), 



(24) < /IÏIX_i_? 



I (III) = — mesin[(2/i — 2/1' — cn)t — 2a -h gj], 
(IV) = m 2 sin[(2/i — 2/1')/ — 20*], 

o 



\ (V) = — 3 me' sin (ai' / -h a — ht'). 

La formule (K) donnera 

(25) v—nt -K(I) H- (H) -h (III) -I- (IV) -h (V) ; 

(I) est X équation du centre; 

(II) la rédaction à l'écliptique ; 

(III) F élection; 

(IV) la variation; 

(V) Yéquation annuelle. 
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( I) et (II) proviennent en somme du mouvement elliptique, et ne constituent 
pas des inégalités, au vrai sens du mot. Si Ton pose 

nt — <>,„, gj -f- (1 — c)nt — rn m , v m — sj /m — Ç. 

il vient 

5 

(I) — 2esinÇ 4- ^e'sinîÇ; 

si Ton compare cette expression à celle donnée pour l'équation du centre (t. I, 
p. 246), on voit que (I) comprend les deux premiers termes de l'équation du 
centre dans un mouvement elliptique où l'excentricité serait la constante e, et 
la longitude du périgée xa m9 ce périgée se déplaçant dans le sens direct, avec la 
vitesse angulaire constante 

(1 — c)n — ni - m 2 4- — m 1 4- . . . . 

\'i 62 ; 

Soient (yîg. 6) i l'inclinaison de l'orbite de la Lune, a?N — Q et jfN 4- NL = v { ; 
on a déjà a?N 4- NP = v % et le triangle rectangle LPN donne 

lang(i>— Q) = tang(^ — Q)cos<, 

d'où, par une formule connue, 

1 

— v = — tan g 2 - siti2(p — Q ) -h . . . . 

On peut prendre dans le second membre v — nt 9 Q = y -1- (1 — g)nt, tangi — k\ 
il vient alors 

^1 — f — — \- k* s\n(2gnt — 2y); 

ainsi (II) représente bien la réduction à l'écliptique. 

V élection (III) a été découverte par Ptolémée; nous avons trouvé, par une 

,5 

théorie sommaire, pour son maximum, ^me = 5o' environ; les observations 
donnent i° 16'. Sa période est 

2ff 1 mois sidéral 27U 



n(2 — 2 m — c) 2 — 2/w — c 1 - - 2m 

L'évection peut être combinée avec l'équation du centre; on a, en effet, 

(II) 4- (III) = 2e sinÇ 4- ^e 2 sinaÇ 4- ^me sin(2 v tn — 2v' m — Ç), 
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Si Ton pose 

e |~i — ~- m cos(2t> m — 2^ rt )J = e l cosâ, 
i5 



il vient 



or on a 



em sin (2 v m — 2 v' m ) — e x sini, 



5 

(II) 4-(IlI)™2e, sin(Ç-hd)-H ^e* siii2Ç; 



tangô= ^ ; 

1 — -g- //IC0S(2^ W — 2^,) 



on peut prendre, avec une précision suffisante pour notre but, 



(26) 



i5 

= e j^i — ^mcos(2^ m — 2r; M )J. 

5 

(II) -+- (III) = 2e t sin(Ç-+-3) -+- ^e* sin(2Ç 4- 2<î). 



Ces deux termes sont les deux premiers de l'équation du centre d'un mouvement 
elliptique dans lequel l'excentricité e K est variable, et la longitude du périgée 
= xs m — S. Lors des syzygies, la formule (26) donne 



l'excentricité paraîtra avoir diminué de^ de sa valeur moyenne; pour les qua- 
dratures, v,„ — v' m = ± 90 ; donc 



l'excentricité paraîtra plus grande de^ environ. C'est ainsi que l'évection s'est 

manifestée d'abord. La longitude du périgée, cr /n — S, ne parait plus varier pro- 
portionnellement au temps, à cause du petit terme 8. 

La variation (IV) a été découverte par Tycho Brahé; c'est à tort qu'on a 
soutenu qu'elle avait été remarquée par les Arabes (voir l'article de M. J. Ber- 
trand dans le Journal des Savants, octobre 1 87 1). Son maximum ~m 2 — 2G' en 
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viron; les observations donnent 39'-; sa période est 

2 7T I 

yr — - mois synodique = ifl ' * . 



2(n — n') 2 

Cette inégalité est nulle dans les syzygies et les quadratures, et maxima ou mi- 
nirna dans les octants. 

V équation annuelle (V) a été découverte par Tycho Brahé. Son maximum 
m '5me'=i3' environ; les observations donnent n'9"; sa période est l'année 
anomalistique. 

Il est bon de remarquer, en passant, la grandeur des inégalités précédentes; 
ainsi, l'évection à elle seule peut déplacer la Lune dans le ciel de plus du double 
de son diamètre apparent. 

65. Remarques sur les inégalités de la latitude de la Lune. — 11 con- 
vient de remonter à la formule (G) et d'y faire 

ce qui donnera 

3 

(27) sz = *sin(p— Q m ) h- g m* sin[> — Q m —2(v'— Q m )]. 

Si l'on n'a égard qu'au premier terme de s, on voit que le plan de l'orbite de 
la Lune fait avec le plan des xy un angle constant dont la tangente est k y et que 
le nœud ascendant a pour longitude Q m . Si Ton pose 



k j^i 4 ? m cos(2f/— 2 8 m )J = k { cosà, 



Armsin(2/— 2 Q m ) = sintî, 



d'où approximativement 



3 

i = g/n*sin(2*>' — 2Q m ), 



(28) * l = k j^i-h |mcos(2^— 28^,)^, 

la formule (27) pourra s'écrire 

s — k x sin(t> — Q,„ — <$). 



Les choses se passent donc comme si la tangente de l'inclinaison de l'orbite était 
variable et égale à A,, la longitude du nœud étant égale à Q m -h S. La période 
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des variations de £„et de S est celle des variations de (2/ — 2 Q m ); c'est la 



cos 



moitié de la révolution du Soleil par rapport au nœud moyen de la Lune, soit 
173 jours environ. 

66. Influence du déplacement de ré clip tique. — Laplace avait dit (Mé- 
canique céleste, t. III, p. ig6) que le déplacement séculaire de l'écliptique ne 
peut pas produire d'effet sensible dans les coordonnées de la Lune. Cet effet 
existe néanmoins : il est petit, mais appréciable (enwon i"£ sur la latitude), 
si bien que c'est la discussion des observations qui en a révélé 4'existence à 
M. Airy (Astron. Nachr., n° 648). Un an après, Hansen en a donné l'explication 
théorique (Astron. Nachr., n° 685; 1849). Nous verrons plus loin comment 
Laplace a cru pouvoir négliger l'influence en question; nous nous aiderons, 
pour notre exposition, d'un Mémoire de M. Adams (Monthly Notices 0/ the Royal 
astronomical Society y t. XLI, p. 385-4o3; 1 88 1 ). 

Soient (Jig- 7) ocy le plan fixe, ou l'écliptique de l'époque zéro, NK l'éclip- 
tique de l'époque 

On a, par la théorie des inégalités séculaires (Le Verrier, Annales de l'Observa- 
toire, t. II), 

l p — tangy' siufl' — — ^ xsin(vl -+- e), 

(29) 

/ q = tangy' cos fl ; = -h ^ xcos(W g); 

les signes 2 portent sur un nombre de termes égal à celui des grosses planètes, 
et les coefficients v sont extrêmement petits. 

Nous allons chercher l'influence du déplacement de l'écliptique sur la coor- 




donnée s \ c'est de beaucoup la plus notable. Il nous faudra introduire la partie 
de Œ qui contient s'\ nous trouverons d'abord 

- — - -h -.v- "T" — "Fi '(l-H* l )COS(i> — V 1 ) U ; SVCOS^— 

hïu 1 ds h*u du h* u* ' h 2 u* 
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cette expression peut être réduite à 

3 m' m' 3 

-n r*'cos(p — v 1 ) ou môme à 3mVcos(i> — v'). 

h* u* 

L'équation (5) du Chapitre précédent donne 



d*s r ds "1 

(3o) ^ - -h s -+- 3m* — sin(e — v 1 ) ^ 4- scos(e — v') — s' cos(*> — v') = o. 



Soient (Jîg. 7) M une position quelconque de la Lune, MQ perpendiculaire sur 
NK et MP perpendiculaire sur xy. Posons 

langQM = J t , tangPH — s t ; 

nous aurons, à fort peu près, 

s = tangPM == s x -h s t . 

Le triangle sphérique rectangle NPH donne d'ailleurs 

= tang<p' sin(i> — 0'), 
d'où, à cause des relations (29), 
(3i) *t = 2 xsin(e-+- + £), 

nous avons remplacé w par ^e, ce qui est suffisant. Il nous faut porter dans 

l'équation (3o) l'expression (32) de s, et celle$' = 2 *sin(i>'-h w -4- e) que l'on 
déduit de (3i) en changeant v en v' \ on trouve 



cPs _ CPS j 

d?-~*~ s - ~dv 



ds ds 
— s\n(v — v') ^- -H s cos(r — r' ) — s' ~ — sin ( — v') -~ -+- .ç t cos(*> — i>') 



— sin(i>— ^')2 x ( ! "*~ ^) cos ^) v " h€ ] 

— 2 x sin [v 1 ^ i> -1- £^ 

ds 

= - sin(c — v')-^- 4- .<?, eos(*> — v') 

dv 

— sin(i> - <'')2 x ii cos «) ^ e ] * 
T. - III. 18 
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ni n n 



Si donc on néglige (-) et m 2 - devant -> l'équation (3o) deviendra 



/' cPsx 3 . . d,ç, 3 , _ _ n 

l -i-ï m'sin(Ar — 2a- — h - /n*$, [i 4- cos(Ap — 20-)] 

(33) * 2 



c'est l'équation (A) avec un second membre. On posera, comme on l'a fait au 
n° 58, 

et Ton trouvera, en négligeant, comme précédemment, les termes en w a ~> 

-h £1 -h ^ m 2 -4- 3m 8 cos(à<> — 2<j)J = a^j? x ~~ s * n j^ 1 ~^ v 6 J • 

On connaît l'intégrale générale de l'équation sans second membre; on tiendra 
compte du second membre d'une façon approchée par la formule (10), qui 
donnera 

1 



f + i+Z g-i-- 



;-^W( 1 + =)H- 



v 3 v 

le diviseur g — 1 — - = ^m 2 — - est petit, et doit seul être conservé; on peut 

3 

même le réduire k car (Le Verrier, Annales de l'Observatoire, t. II, p. i55) 
la plus grande des valeurs de v est de 26", en prenant l'année julienne pour 
unité de temps, et ^m 2 n représente le déplacement moyen du nœud de la Lune 
pendant ce temps, soit environ 20 . On a donc 

v 26 I 

3 . 20 x 36oo 3ooo 
m-n 

4 



et nous pouvons écrire 



foi — à^i — ^ 3~ " — x sin ( v v * e )• 

7 m 1 n 
4 



Laplace ne connaissait pas les valeurs de x, et il a supposé que 5— -— x, qui est 



3 
4 



- m} n 
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au plus le de x, était négligeable. On a (Le Verrier, loc. cit.), pour l'un des 
groupes de valeurs de x et v, 

v 

x ~ 0,02^3, v = i8 /!r ,6 d'où 3 xr=l",3, 

7 ni* n 
4 

ce qui n'est pas négligeable. Occupons-nous de la mise en nombres de b,; on 
a d'abord 

OSf = ^ XV COS(vl -h ê) -r ^ 2^ xv Sin(v£ -+- e), 



7 m i n -7 mïn 

4 



4 



ou bien, en ayant égard aux formules ( 29), 

/0/ , * sin*> dp cos*' dq 

y ni* n - m* /1 

4 4 

Les expressions de p et y, qui résultent des formules (29), peuvent, vu la 
petitesse des quantités v, être développées en séries très convergentes, suivant 

les puissances de /, et Ton en déduit ^ et ~- On trouve ainsi, en négligeant de 

très petits termes en / (Le Verrier, t. II, p. 101), 

^—^0^,05886, ^2 ~ - o", 47589 (pour i85o,o); 



on a d'ailleurs 



? ni* n — 69680% 



et il en résulte 



&,= i', /| 1 cosv — o", 17 sini>, 

(35) l 3 

s t = ks\n(gv — y) -H - mk sin[(2 — g — 2m)v — 20- -f- y] -h oj p 

La période de l'inégalité &, est le mois sidéral. 

On pourra consulter Godfray, An elementary Treatise on the lunar Theory, 
p. 99-101, et Monlhly Notices, 1881, p. 395-400, une démonstration géomé- 
trique simple due à M. Àdams, pour l'inégalité i",4icosp. Koiraussi dans les 
Annafs 0/ Mathematics, Tome I, un Mémoire de M. Hill : On the lunar inequalities 
produced by the motion of the ecliptic. 
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Il résulte de ce qui précède qu'à part le petit terme à courte période la 
latitude de la Lune au-dessus de l'écliptique mobile est la même que si cette 
écliptique était fixe. L'inclinaison moyenne de l'orbite de la Lune sur le plan 
fixe des xy varie progressivement dans le même sens, tandis que cette incli- 
naison moyenne sur l'écliptique mobile est constante; c'est l'angle dont la tan- 
gente est k, et ic est l'une des constantes arbitraires introduites par l'intégration. 
Non seulement k reste le même, mais g aussi; c'est dire que le déplacement de 
l'écliptique n'a pas d'influence sur le mouvement moyen du nœud. 
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CHAPITRE IX. 

THÉORIE DE POISSON. 



67. Théorie de Poisson. — C'est en somme la méthode de la variation des 
constantes arbitraires, avec une modification dont nous avons déjà parlé (t. I, 
p. 204). Considérons les équations différentielles dont dépendent les dérivées 
des éléments elliptiques a, e, 9, e, gt, 0, 

da _^âR de _ dQ _ 
(1) dt~w de' dt ' de 

Dans le cas des planètes, on regarde les éléments comme constants dans les 
seconds membres; dès lors, quand on a remplacé R par son développement 
périodique, on peut intégrer chacune des parties dont se composent les seconds 
membres des équations (1); on obtient ainsi une première approximation qui 
sert de point de départ à une seconde, etc. Ce procédé ne conduirait à rien 
pour la Lune; Poisson (') a proposé d'introduire, dès la première approxima- 
tion, des parties proportionnelles au temps dans les éléments angulaires 0, xa 
et £, en posant 

(o) , car (0) et £ {0) désignant des constantes et h 9 j\ k des inconnues qu'il faudra 
déterminer. Nous représenterons par a , e , <p des constantes que nous regar- 
derons comme les premières valeurs approchées des éléments variables a, e, o 
(ces éléments restent toujours compris entre des limites assez resserrées, ce 
qui n'arrive pas pour 0, car et e, qui peuvent croître ou décroître indéfiniment). 



( l ) Mémoire sur le mouvement de la Lune autour de la Terre (Mémoires de l'Académie des 
Sciences, t. XIII). 
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On pourra intégrer les seconds membres des équations (i) quand, dans le dé- 
veloppement périodique de R, on aura remplacé a, par a 0% . o ; on 
trouvera 

a — a -+■ $i a, — flo-f-ôjfl; 

on aura eu soin de laisser de côté les parties proportionnelles au temps dans 
$ t ô, S, ts et S, £, puisque ces parties sont supposées contenues dans ht, jt et kl. 
Pour la deuxième approximation, on fera 

S 2 a et S 2 8 étant de Tordre du carré de la force perturbatrice. 

On substituera ces expressions dans les équations (i) en négligeant les S 2 
dans les seconds membres. On aura donc, par exemple, d ^~- égal à une fonc- 
tion connue du temps; on en tirera S a a par une série de quadratures faciles à 
effectuer. De même pour S 2 8; toutefois, si l'on trouvait une partie proportion- 
nelle au temps, on la supprimerait. On détermine h, j et k en exprimant que 
les parties proportionnelles au temps disparaissent des expressions de 5/0, S,gt 
et 8,-e. Il convient de remarquer que, dans la première approximation, les 

, da de . do i i , . , * • 1 1 <^R * 

expressions de ^- et ^> ne contenant que les dérivées partielles > — et 

ne renfermeront pas de parties constantes, de sorte que S, a, S,eet S,<pne 

contiendront pas de termes proportionnels au temps. Il en sera de même dans 
les approximations suivantes; les expressions que l'on aura à intégrer pour ob- 
tenir & 2 a, . . . , $2?» • • ■ » $2 e > - • • seront toujours composées de sinus sans par- 
ties constantes; on trouvera donc, par une application indéfiniment répétée du 
procédé, pour a, e et <p, des développements qui procéderont suivant les cosinus 
d'angles variant proportionnellement au temps. Quant aux éléments e, gj, ô, ils 
seront égaux à e , gt , ô augmentés respectivement de séries de sinus des mêmes 
arguments. 

Tel est le principe de la méthode indiquée par Poisson. On peut affirmer que 
cette méthode conduirait à des calculs inextricables si Ton voulait la faire 
servir a édifier une théorie complète du mouvement de la Lune, car on verra 
plus loin qu'il faut un très grand nombre d'approximations successives pour 
obtenir notamment l'expression de gt avec une précision suffisante. Néanmoins 
la méthode de Poisson peut rendre de précieux services dans le calcul des iné- 
galités à longue période, de l'accélération séculaire et enfin de l'influence de 
l'aplatissement de la Terre sur le mouvement de la Lune. Nous allons présenter 
les deux dernières applications mentionnées et nous donnerons en même temps, 
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d'après M. V. Puiseux (*), une détermination simple et plus rapide que celle 
de Poisson pour les inégalités séculaires de gt et de 6. 

68. Développement de la fonction perturbatrice provenant de l'action 
du Soleil. — Nous voulons obtenir ce développement en conservant les quan- 
tités du second ordre (e, é et ç étant considérés comme du premier ordre), et 
nous laisserons de côté les termes qui contiennent la longitude de la Lune, 
parce que nous n'avons en vue que les inégalités séculaires. H faudra conserver 
les termes qui contiennent e, e\ car, car', <p et même ceux qui renferment la lon- 
gitude du Soleil, parce que leurs périodes sont longues relativement à la durée 
de révolution de la Lune. Les formules (37) et (40 des pages 309 et 3io du 
tome I donnent pour R I , que nous appellerons simplement R 0) en ne conser- 
vant que les termes indépendants de X, 

Ro - A (0) — - B (i) yî 1 4- 7 [ A ( , 0) -h A', *] 



im' 22 4 

- ifaA^-4- k\ x) ]ecos{l'— «) -h i[A«»-f- A^] e' cos( /'- cr') 
2 

(2) { 4- 7[3A< î >-4-3A* 1 t, 4- A ( î i, ]e t cos(2/ , -2w) 7 [2 A<°> -h 3A\* y h- A', '] cos(2/' — 2xa') 

1 4 4 

-+- A'/'- A^ee'cosfco — gj') — ^-[3A(^-f- 3Ai n -f- A ( î l, ]ee'cos(2/'- w-cr') 

1 3 ci 3 ci 
4- - B (1) yî*cos(2/'— 2:') h rrecos(/' — o) H — ji ee 1 cos (2 /' — o — m'); 

2 2 a' 1 a'* s 1 

les lettres accentuées se rapportent au Soleil et celles sans accent à la Lune; 
m! est la masse du Soleil. Les coefficients A 10) , A (, \ A (2) et B (l) sont définis par 
les formules 



* I 



(a* h- a'* — 2aa' cos<|») 1 — - A l0) -h A (1) cosvj; -+- A (,) cos2vJ; 



8 1 



aa'(a % -h a'*—2aa' cos^) 1 — - B<°> -h B* 11 cos+ 



On peut faciliter beaucoup leur calcul en profitant de ce que le rapport ~ est 
petit; on trouve, par le calcul direct, en négligeant seulement (Jp^** 

(a*+a'*-2aa'cos<\>) £ ^ + -,cos++ ^ ^ C0S2+ -h . . . J , 

aa'(a*-f- a' s — 2 aa' cos *{;) * — ~ -h ^-cos^-»-. • 



(*) *S«r /f.f principales inégalités du mouvement de in Lune (Annales de l'École Normale supé- 
rieure, t. I; 1864). 
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On en conclut, si Ton remarque que le terme ^ doit être omis, comme ne 
contenant pas les éléments de la Lune, 

A^= a \, A») lit 4, A<'>r-^*, = ~ ; 

va * a' 1 # 4« « 

on a ensuite 

A| «te ' Aï " 2 <te» 



Si l'on substitue dans (2), on trouve que les termes en e et en eé se détrui- 

f/n' 

sent, et si Ton remplace en outre par n' 2 , il vient 

R = /i"a* [i - -yî*+- + ye'cos(/'-sj')-h § cos(2/'- aw') 

|_4 2004 o 

,5 3 1 

-+- — ^ C0S(2/'— 2 Ci)) -h -Yî î C0S(2/'— 2T') . 

8 2 J 

Si l'on se reporte à la fig. 20 (t. I, p. 292) pour la définition de t et de t\ 
on voit que, le plan de Fécliptique de i85o étant pris pour plan des xy et le 
déplacement de Pécliptique étant très lent, on peut prendre 



1 n , . G C0 

T = 0, Ci) ~ XS -+- T — T rrrz GJ, Y) rrrz Sin - = - 

2 2 



Il vient ainsi 



(3) J 1 

1 5 3 ~1 

g e* C0S(2/'— 2XS) -h g cp* C0S(2/'— 2 0) . 

Cette formule sert de base à l'élégant Mémoire de M. V. Puiseux. 

69. Développement de la fonction perturbatrice provenant de l'aplatis- 
sement de la Terre. — Soit R, cette fonction; en se reportant à la page 210 
du Tome II, on a 

«> *="(?)■(- i*)(ï---)- 

où M désigne la masse de la Terre, a { son rayon équatorial, a son aplatisse- 
ment, ^ le rapport de la force centrifuge équatoriale à la pesanteur correspon- 
dante, (D la déclinaison de la Lune, r sa distance au centre de la Terre. On 
trouve sans peine, en passant des coordonnées équatoriales aux coordonnées 
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écliptiques et désignant par o> l'obliquité de l'écliptique, 

(5) sin(D _ - sinw [cos(*> — 6) sin0 -t- sin(v — 0) cos0 cos<p] cosw sin(t> — 0) sin<p 
ou bien, en négligeant <p 2 , 

sin(D = sin^ sinco -+- <p sin(i> — 0)cos&), 

d'où 

^ — sin'CD — i — i sin l w -sin'w cos2*> — ^9 [cos0 — cos (2 1> — 0)] sinao). 

O <j 2 2 2 

Il reste à remplacer, dans la fonction ^ Q — sin 2 (©^, r et par 

r = a [1 — ecos(/ — bj)], ^ = / -h 2esin(/ — m), 

et à négliger e a . On trouve que les termes en c contiennent /, 2/ ou 3/; mais on 
ne doit conserver que les termes à longue période, les seuls susceptibles de 
grandir assez par l'intégration; dans ces conditions, on peut faire 

r = a> v — l, i — sin*(£)= ^ — isin*^ — - <p cos0sin2&>, 

O ô 2 2 

et, si l'on tient compte de la relation 
il vient 

Rj^zx/i'af ( ^ — isin*^— i<p cos0 sin2w j , 

(6) { 

1 

x = a v. 

2 *■ 

70. R, est une partie séculaire qui vient s'ajouter à R pour former 

R = R + R,. 

Cela posé, nous appliquerons les formules (h) (t. I, p. 169), en les bornant 
à leurs parties principales, savoir : 



(7) 





da 


2 d\\ 








~dt ~~ 


na de 


- 0, 




f dO 


1 <m 






1 dR 


) d ï ~~~ 


/ia*<p ây 9 


di 




nà*<f dQ 


dm 


1 dR 


de 




1 dR 


~dt ~~ 


na* e de 9 


~dt 




nà*e dis 


de _ _ 


2 ÔR 




àli 


àR\ 


de ~ 


na da 


a na* \ 


f d<f 





(8) 

T. - III. 19 
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On voit que a est constant, et, par suite, n aussi. En raison de la petitesse 
de R< par rapport à R , on pourra considérer ce que deviennent les équa- 
tions (7) quand on y remplace R par R , puis par R< ; soient §<p et S8 les valeurs 
obtenues par l'intégration des dernières équations ainsi formées, <p, 8, e et ct 
les valeurs obtenues par l'intégration des premières, les valeurs des éléments 
seront 

cp -+- 3<p, 4-40, e y xs\ 

Se et Sus sont nuls parce que R, ne contient ni e ni cnr. Dans le second membre 
de l'équation (8), on devra remplacer R par R -t-R, et ensuite augmenter 9 
et de &p et Sô. Les équations différentielles dont on vient de parler se forment 
aisément et sont 



(B) 



(A') 



M 3/<,1 r 

dt~ ^-[l -COS( 2 /'-~20)], 

Tt=~ 4 -?s.n(2/'- 2 0;; 
dm 3n fi 

-Jl = [1 + 5 cos (a 2 cr)], 

de i5 . 

-77 = 7 e sin (2 / — 2gj) ; 

a/ 4/1 

dde 1 / ff| \î 1 . 

-7,-= x/i ( — - cos0sin2w, 

àcp 

"5/ 



1 ( a iY • A • 

= x/i — sin0sin2w. 

2 v« / 



<ft /ia \ da 2 a dn ) 2 /1a 2 de 2 na* \ dy dy / 
S =~ 8*' + î et+ I e ") + x/, (î) î ( 3 - 3sin ' w -^cosflsina»). 

On a omis dans le second membre de cette dernière équation les termes qui 
contiennent /' — gt\ 2/' — ixz\ il' - 2x3, 2/' — 28, non qu'ils soient insen- 
sibles, mais parce qu'ils n'ont pas de rôle a jouer dans le cadre de cette expo- 
sition. 

On doit remplacer dans la dernière formule s par 9 + $9; on peut négliger 
(&p) 2 et, en représentant par e 4- Se la valeur complète, séparer l'équation en 
deux autres, savoir : 

S=-T(-|f*!-+l-> 

tri die g n' 1 „ /«iV/ « i3 

v L ' = £ Y^ ?4_x/i \a) y 3sin *w — -£-<pcos0sin2&) 
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Il est inutile de remplacer 8 par -f- 80; il n'en résulterait pas de changement 
appréciable. 

71. Perturbations des éléments 8, <p et e causées par l'aplatissement de la 
Terre. — Ces perturbations résulteront de l'intégration des équations (A') ; 
dans leurs seconds membres, d'après la méthode exposée au commencement 
de ce Chapitre, on doit remplacer <p par sa valeur moyenne <p et 6 par 
6 = ht -h G (0) . On trouvera donc 

à9 — — x % ( — ) - sin sin au, 
2/1 V a y © 

(D') < f \ 

| ^? = + x ~y i ^^ cosôsinaw. 

Si l'on remplace 8ç par cette valeur dans l'équation (C), elle devient 

-dT= %n \â) ( a - 3 »' ni «) ■- X HT"85)U) ?cos0sinau, 

ou bien, en mettant pour h sa valeur approchée, — ^ > 

— - = x /i I - I (2 — 3 sin'ûj) ^ x/i I — ) <P cosflsin aw. 

L'intégration donne 

derrzx^^- 1 ^ (a — 3 sin , o) nt — ~r x ^~^ <p sin0 sinau ; 

le petit terme en ni produira seulement une légère altération du coefficient k 
de / dans e; on peut le laisser de côté et se borner à 

( E' ) fc = - ^ x £ 9 sin sin a o>. 

On voit donc que l'aplatissement de la Terre n'a pas d'influence appréciable 
sur les éléments a, e et car. D'après les formules (D') et (E'), il produit sur les 
éléments 0, <p et e des inégalités qui ont pour période celle de la révolution de 
la longitude du nœud, 0, soit i8 an3 | environ. 

72. Perturbations de la longitude et de la latitude de la Lune causées 
par l'aplatissement de la Terre. — Soient L et A la longitude et la latitude 
de la Lune; on a 

sin A = sin (y — 0) sin 9, 
L = / -h aesin(/ — gj) h. . . H- réduction à l'écliptique, 



= e -+- j*ndl. 
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On en tire, avec une précision suffisante, 



$L -z de, 

dA~d<psin(/- 0) -+- 9 cos(/— 9) (de — <$0), 

ou bien, en ayant égard aux formules (D') et (E'), 

è\ = x ^ sin 2G)j^sin(/~ 9) cos0 4- (1 - ^ cos(/ — 9) sinflj , 

ou encore, en négligeant le terme en <p 2 , 

dÀ^x-^-f— j sin 2 co sin/, 
in \ a J 

4 A V a / 

On peut remplacer x par sa valeur (6) et ^ par le sinus de la parallaxe hori- 
zontale équatoriale moyenne P de la Lune; il vient ainsi 

sin'P sin 2 w sin/, 
<p sin*P sin 2 w sin 0. 

L'inégalité de la latitude a pour période le mois sidéral, et celle de la longi- 
tude, la durée de la révolution du nœud. Ces inégalités sont devenues sensibles 
à cause du petit diviseur h; quand on met pour n f h, a, y, P et a> leurs valeurs 
numériques, on trouve les premières parties des formules (r), page 367 du 
Tome II, 

dA = — 8% 382 sin/, SL— -h 7^,624 sin 9. 

L'inégalité SL avait été indiquée à Mayer par les observations; Lagrange, 
dans son Mémoire sur r accélération séculaire de la Lune, avait eu le premier 
l'idée d'introduire l'aplatissement de la Terre dans les équations différentielles 
du mouvement de la Lune, mais il avait négligé, les supposant insensibles, les 
inégalités qui contiendraient 9 en facteur, ce qui est précisément le cas de §L. 
Vingt-sept ans plus tard, Laplace, en calculant les termes qui avaient échappé 
à l'analyse de Lagrange, retrouva l'inégalité signalée par Mayer et en expliqua 
ainsi très simplement la cause. Mais il découvrit en outre, par la théorie, l'iné- 
galité SA de la latitude, que Bùrg et Burckhardt confirmèrent ensuite par la 
discussion des observations. 

Outre ces inégalités, l'aplatissement de la Terre en produit encore d'autres 
beaucoup plus petites, quelques dixièmes de seconde, au plus; elles ont été 
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déterminées avec soin par Hansen (Darlegung der theoretischen Berrchnung der 
in den Mondtafeln angewandten Stôrungen , 1. 1, p. 459-471» et t. II, p. 273-322) 
et par G. Hill (Aslronomical Papers, t. III, Part II; Washington, 1884). 

73. Inégalités séculaires du nœud et de l'inclinaison causées par l'action 
du Soleil. — Elles dépendent de l'intégration des équations (A). Si Ton veut 
appliquer le procédé de Poisson à la première 

d0 3/1,1 r / v ûm 

qui ne contient que 0, on fera 

— 9 + a, + a,0, 

d'où ' 

C0S(2/'— 20) = COS(2/ ; — 20 o — 2Ô t 0) ~C0S(2/'— 20 o ) -h 2 SÎn ( 2 /' — 2 O ) 5,0; 

on aura d'abord, en substituant dans l'équation différentielle et négligeant n \ 

di x Q 3/i'» 



dt !\n 



C0S(2/'— 20 o ), 



Puis 

i 3«" ... . . dS t 9 
A + . 4 _co8(a/'- a fl.)-f.- 3r 

3n' s 3/i'* Y Zn'* "1 

= " Jn + JW [coKaf - a «.) h g^^TT) 2 sin! ( a/ ' " 3 *'>J 

ou bien 

dd 9 9 T. 3/1'* on" 1 q/i'* 



On posera 



T. 3/i" qn" 1 9/1'* //f , ,_ v 

i7-— 77 ~ 5 ~i H COS(4/'— 40o). 



et l'on aura ensuite 



h — - 9n " - 

4/i 32/i*(/i' — h) 



L'avant-dernière équation donne 



et il en résulte 

3 m 



h 3 _ q _ *' 
n 4 32 n 



0=00-*- * sin(2r~20o)- 9 r ^ 8 -sin(4/ f -40o) 
8 ( I+ 4 m ) 
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Mais il est plus simple d'intégrer rigoureusement les équations (À) ; nous 
allons le faire en suivant le Mémoire de M. Puiseux. 
Soit posé 

, \ n ' h a „ % d9 . du 

(9) -=m, = d'où _=*'_ a ; 

les équations (A) donneront 



du 



= i-4- 7 m — 7 m cos 2 u, 



n'dt~ 4 4 

do 3 
n'dt 4 



d'où 



(io) |i-i-7m)ii'rf(= ■ 



(•«) 



4 7 3 m 

I — r> — COS 2 U 

4 H- 3 m 
cty 3m sin 2 c/ dto 



<p 4 H- 3 m — 3 m cos 2 u 



Il convient de considérer d'une manière générale l'équation 

(12) dx- dy 



I 4- (3 COS2/ 

ou bien 

dx -= *L L, 

(i -h (3) cos*j h- (i — (3 ) sin 1 / 

dans laquelle (3 désigne une constante. On en tire, en intégrant et représentant 
par c la constante arbitraire, 

(13) tangj :. tang [( H- c) y i - (3* | . 

Les équations (io) et (12) deviennent identiques si Ton fait 

3 \ . n 3m 

1 + ^ m j n' < = *, 1^ 7 , p = - - 4 - 3 m ; 

la formule (i3) donne ensuite 

(14) tanga= — — tang j^y / 1 -\ m /t'(f -h c) j . 



H — m 
2 
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Posons, pour abréger, 

/ 3~~ 

(i5) X — y î -h -m/i'(* + c), y = -^==*_- , 

y/ i -h - m -f- 1 

et la relation (i4) donnera 

i i — y 
fi6) tangw~ tang> = ^-tangX, 

v ' ° / 3 n- y 

d'où, en vertu d'une formule bien connue, 



ou bien 



u = /'— X - - sinaX 4- — sin4X — . 

1 2 



6= — \ -h - S1112X — — sin4X -h. . . ; 

1 2 



/' — X est la partie moyenne o de 0; ysin2X, £-sin4X, ... représentent les 

inégalités périodiques (leurs périodes sont longues déjà par rapport à la durée 
de la révolution de la Lune). On a, en ayant égard à (i5), 

(17) o = - n't(^/ i+ ?m-i) 

Cela définit le nœud moyen; on voit qu'il rétrograde d'un mouvement uni- 
forme; la période de la révolution est — - n - — On a ensuite 

i- r-e . 

de sorte que les inégalités périodiques de 8 sont proportionnelles aux sinus 
des multiples pairs de la distance du nœud moyen de la Lune à la position 
moyenne du Soleil. La durée de la révolution synodique du nœud moyen est 
d'environ 347 jours; par suite, l'inégalité la plus longue de a pour période 
173 jours environ. 
La formule (11) donne ensuite 



log9 = — - log(4 -+- 3m — 3m cos 211) ~h const., 

2 



d'où 



<p t / n- ^ m — ^ m coS2 u = const., 



l52 CHAPITRE IX. 

ou encore, en substituant la valeur 

3m -j- ( 4 -4- 3m) cosaX 



COS2 U — 



4 -h 3 m -h 3 m cos 2 X 

tirée de la relation (16), 



/ 3 3 
9 = # y/ n- ^ m -h ^ m COS2X, 

g- désignant une constante arbitraire. Cette expression peut se développer sous 
la forme 

9 = 9 (0 >-h 9 (| ) cosaX -f- 9 (,) cos4X -f- ... ; 

on voit que <p (0 \ la valeur moyenne de <p f est constante et qu'il y a une série 
d'inégalités proportionnelles aux cosinus des multiples pairs de X. Nous résu- 
merons les résultats précédents dans les formules suivantes : 



n ' 3 . V * 1 2 

m— -, A~i / i-h -mn'{t-\-c)> y = 



V 



3 

i H — m — i 



n \ 2 / 3 

i H — m -+- i 

2 



tang(/'-0)= tangX 



3 



(D) { ' y/,^ 

fl = f — ^sin2X- ^sin4Xn-..., 

I 2 

/ 3 3 

9 = ^4/ 1 4- ^ m -h - m cosaX = 9W 9 (1) COS2X 4- 9 (,) cos4X -f-.... 

74. Inégalités séculaires du périgée et de l'excentricité causées par 
Faction du Soleil. — Elles résulteront de l'intégration des équations (B), 
que l'on peut effectuer rigoureusement. On peut remarquer que, suivant la 

valeur de 2/' — 2tsr, la vitesse ~ du périgée peut varier entre les résultats que 

3 n ,% 

l'on obtient en multipliant j — par -f- G et — 4; dans le cas du nœud, les 
limites sont moins larges, -4- 2 et o. Si l'on fait 

les équations (B) donnent 

du* 3 i5 

—7-7- = 1 — 7 m r m cos 2 m, , 

n'dt 4 4 

de i5 



= r mes\tï2u l , 



n'dt ~~ 4 
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d'où 

Q de i5m sinau, du x 

e 4 — 3 m — 15/71008 2*// 



— ^ rn^ n'dt = 



du x 



i5m 



et cette dernière formule devient identique à (12) si l'on fait 
Il en résulte donc, d'après (i3), 




1 m 

2 



(19) tangw^y T+3^ï tang>,, 

en posant 



La formule connue, que nous avons déjà employée, donne 



m, = — y x sin 2X, -4- -yj sin 4^1 — • • • ♦ 



en faisant 



y/i-r- 3m — 4/ 1 — ^ 
y, = , 



m 



ou encore 



— sin 2 — ^ sin 4^, -h . . . ; 

I 2 



on a donc, pour la partie moyenne de cr, 



/3 , 225 , 675 . \ 

(4 m + "3l w+ 7^ m 



La vitesse est positive et le mouvement direct. On a ensuite 

T. - III. 
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Cet argument est donc la valeur moyenne de la distance angulaire du périgée 
de la Lune au Soleil; l'intervalle de temps qui sépare les deux époques où le 
périgée est en conjonction avec le Soleil est la révolution synodique du périgée ; 
elle est d'environ 4 1 2 jours. 

Donc la période de l'inégalité la plus longue du mouvement du périgée est 
d'environ 206 jours. La formule (18) donne, en effectuant l'intégration, 



/ 3 i5 
i / \ — - m -m cos 2 u A = const.- 



ou bien, en remplaçant u { par sa valeur en X 1 au moyen de la relation (19), 



e — g l y^/ 1 — | m -h m cos 2^ ; 

cette expression peut se développer en série suivant les cosinus des multiples 
de X f . Voici le résumé des formules : 



X, = y/^i — | (i-hSm)n'(t -f- c), 
y/i -h 3 m — \J 



(D,){ 



\l 1 -+- 3 m -+- y/ 



9 

\ — - m 



1 — - m 

2 




9 

— - m 

tang(/' — iij)= V m t * m lang?^, 



gj = /'— X,-t- 31l si n 2 >tj — ^ i sin4X 1 -h 



e = g x y/ i — ^ m -h — m cos 2 Xi = e<°> -h cos 2 X, -h eW cos 4 X! 4- 

Cherchons le plus grand écart entre le périgée moyen et le périgée vrai. On a 

Xi — U\ — V — cj — ( /' — GT ) ~ xs — tb ; 

il s'agit donc de trouver le maximum de X, — u %% u t etX, étant liés par la rela- 
tion (19); on doit avoir du K = d\ t et, par suite, 
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En combinant les formules (19) et (20), il vient 
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* / 9 

VI 1 — - m 1 5 — 



y/ 1 -h 3 m — 1 / 1 — - m 
tang^— i£,)z= 2 



2 



en faisant le calcul numérique, on trouve, pour le maximum de X, — u { = gt— gt , 
8°4i'. Dans le cas du nœud, la différence entre la position vraie et la position 
moyenne a pour maximum i°3i'. La plus grande des inégalités périodiques 
du périgée atteint 9 ; pour le nœud, c'est i°3o'. On trouve encore que l'in- 
clinaison 9 oscille entre 5°o'35" et 5°i7 / 34 // et l'excentricité entre 0,04629 
et 0,06277. 

75. Influence de la différence des deux hémisphères terrestres sur le 
mouvement de la Lune. — La formule (4) ne donne pas toute la fonction 
perturbatrice provenant de la non-sphéricité de la Terre; il y a d'autres termes 

en -pj ~, ••• qui vont en diminuant rapidement; nous considérerons seule- 
ment le premier, que nous représenterons par R 2 . Nous aurons 

Y s 

Y 3 désignant une fonction de Laplace, contenant les deux angles et CD, ascen- 
sion droite et déclinaison de la Lune. Il est aisé de voir que figurera toujours 
avec — 0, désignant le temps sidéral d'un méridien déterminé de la Terre. 
Les termes de R 2 , qui renferment les sinus ou cosinus des multiples de jl — 0, 
seront à très courte période et ne pourront pas grandir par l'intégration. On 
peut les supprimer. Si Ton se reporte à la formule (I) du Tome II, page 270, 
on voit qu'on aura Y 3 = 0K 3 , désignant un polynôme de Legendre où la 
variable est sincO; donc 

/5 3 \ 

Y, = C ( -sin'tû — -siniûj, 

d'où 

(21) Rj - *' ^ ( 8i n«(D - | gin®) , 



x' désignant une constante qui serait évidemment nulle si les deux hémi- 
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sphères terrestres étaient identiques, de sorte qu'on peut dire que l'expression R 2 
représente en quelque sorte l'effet de la différence des deux hémisphères. Cher- 
chons son influence sur le mouvement de la Lune. Elle doit être très faible, et, 
si elle arrive à être appréciable, ce ne pourra être qu'à la faveur d'un très petit 
diviseur introduit par l'intégration. Il y en a précisément un qui correspond à ' 
l'argument ts -+- 2O; le périgée fait sa révolution en 9 ans et le nœud en 18 ansf ; 
la vitesse moyenne du périgée est donc presque égale à deux fois la vitesse 
moyenne du nœud, prise avec un signe contraire, et le coefficient de / dans 
ct-*-2Ô est très petit. L'inégalité en question contiendra, comme on sait, le 
facteur e<p 2 . Aussi doit-on avoir recours à l'expression (5) de sinca et y conser- 
ver ç 2 , ce qui donne 

sind)=: sinv sinw 4- 9 sin(y — 0) cosw — - <p'"sin(t> — 0) cosdsinu. 

3 

Le terme en ç a dans sin s (0 — ^ sincô est 
3^* sinw £sint> sin'(i> — 0) cos*Gi> — ^ sin , w sin ! ecos0sin (v — 9) -^sin(t> — 9) cosflj . 

Il faut y chercher la partie qui contient l'argument 2O; cette partie a pour 
expression 

^ 9* sinw cos , w sine cos(2 v — 2 0) — ^ sin*w sin*p sin(*> — 2 0) + ~ sin {v — 20) J 

ou bien 

(22) ^ 9* sinw I^Ct sin (3^ — 2 0) C, sin (y — 2 0) — i sin'wsin (*>■+- 2 0)J , 



où les coefficients C, et C 2 sont des fonctions de co qu'il est inutile de dévelop- 
per. On doit remplacer maintenant v par 

/ -h 2esîn(/ — gj). 
D'autre part, on peut prendre pour l'autre facteur ^ de R 2 

(23) 7* = ^ [1 +4«cos(/ - w)]. 

Il faut ensuite faire le produit des expressions (22) et (23), la première 
étant transformée comme on l'a indiqué plus haut. On voit assez facilement que 
l'argument 3? — 2Ô ne donnera pas de termes indépendants de / et que l'argu- 
ment — 2Ô ne produirait que des termes en car — 26, que nous n'avons pas à 
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considérer ici. L'expression (22) doit être réduite a 



— - 9* sin s co sin(t> -t- 2 0) 
16 T 



ou encore a 



(22 bis) — 9* sin 3 co [sin(/-f- 2 0) — esin(cj -h 2 0) •+- e sin(2/ — gj -h 2 0)]. 

En faisant le produit des expressions (22 bis) et (23), portant dans R 2 et ne 
conservant que les termes de la forme cherchée, il vient 



R s = — 



3 a 3 

x'fM —f oïe sin'w sin + 2O) 
10 a* 



ou mieux encore 



<*4) 



R,= 



3 a 3 

x'/i l — ®*e sin'co sin(&r -h 2 0). 
10 a T 



Les formules (7) donneront, avec cette valeur R 2 de R, 



-77 = o, 



de 
dt 



-j- =: —, x'/l — ) 9* sm 8 w cos(gt -f- 20), 
a* 10 \ a ) T 

^ = | x'/i^^^ sin 3 w cos(gj h- 20) 



et 



dxs 



(25) 



= %*' n( — ^ 2_ sin* eu sin(GJ-+- 2 0), 

16 \ a J e 

dO 3 , /aA* • , • , 

^ =— g x' ^ f — l e sin 3 co sin(BJ 4- 2 0), 

S = -3Ï x "U J e? sin^+20). 



On en tire, en se rappelant que j et h représentent les coefficients de / dans 
car et 0, 

oe = — x' - r ( — ©• sin l co sin(cy -h 2 0), 

i6y-f-2/i\a/ T v 7 

dqp = s x' . * , ( — \ eo sin'co sin(cn- 20). 
T 8 y -f- 2h \ a J ' 

Il faut remplacer e et 9 par e-\-$e et 9 -h &p dans l'expression complète 
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de ^> qui contient notamment 

-v(-i^H ; 

cela donnera 



7 — (cp 5© — ede) = ' - r — ) eo* siii 3 w sin(iD 4- 20). 

4 /* T 64 y + 2/i\a/ T N 

Cette partie devra être réunie à l'expression (^5), ce qui donnera 

* = £x'/i(^y F - 38] e ? »sin» W sin(«f + afl), 

d'où, en intégrant, 

(26) de— — .— — 7 ^ (gm 1 -^-^ — 7 — 38^ eo'sin'w cos(cj-i- 2 0). 

N/ 6$ j -h zh \a J \* j -{- 2h J T 

Cette expression de Se représente à fort peu près la correction de la longitude 
de la Lune, qui provient de R 2 . On a 

j = 0,008452/1, /j = — 0,0040217/1, 

d'où 

y -h 2 A = H- 0,000 4o8 6n. 

En substituant dans (26), on aurait 

dv = — o*,25x' cos(gj -f- 2 0). 

Bessel, en comparant au calcul les longueurs du pendule observées dans les 
deux hémisphères, a trouvé que l'on pouvait prendre x' = 0,000 33; dans ces 
conditions, l'inégalité dont il s'agit est entièrement insensible; sa période serait 
d'environ 179 ans. 

76. Inégalité de L api ace. — Laplace en a signalé une autre ayant à fort 
peu près la même période (son argument serait gt-+- 2Ô — 3et') dont nous allons 
faire le calcul approché. Cette inégalité doit contenir le petit facteur <pW. 
Reprenons la fonction perturbatrice 

r u \2 2/ r* \a 2 / 



OU 

xx' -j- y v' -f- zz' 

s = —. 
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On a d'ailleurs 

I 

— — cosv h — g 2 sin9sin(t> — 0). '—r = cosr', 
r 2 ' r 

y l y 1 

— — sin v a* cos0 sin(c — 0), ^ =. sint>', 



on en tire 



j. = ?sin(o-0), F' =0; 



s = cos(t> — *>') — ~9* sin(*> — 0) siu(i>' — 0). 

2 



En substituant dans R et ne conservant que les termes qui contiennent 9* 
et 2Ô, on trouve sans peine 

3 /a'V 

R = 8 71 VrO r * ^'t 00 ^ 2 ^ ~~ cos(2^'— 20)] 

3 /a'V r 3 

-4- ( - ) — 9* [6cos(o-t- r'— 2 0) 4-5 cos(3i> — r'— 2 0)-f-5 cos(3i>'— t> — 2 0)]. 

02 \ /* / A 

Soit l'anomalie vraie de la Lune ; on a v = w -4- trr, et l'on ne doit conserver 
que les termes où tar et entrent seulement dans la combinaison tar-f- 2Ô. On 
devra donc se borner à 

Il est facile de voir que, dans le développement de R suivant les sinus et co- 
sinus des multiples de l'anomalie moyenne du Soleil, la partie non périodique 
est identiquement nulle. Cela revient à démontrer les équations 

s\n$v' _ / Bl *cos3f' w 



ou bien les suivantes 



où désigne l'anomalie vraie du Soleil. 
Or ces équations deviennent 



(1 4-e' cosw')* cos3hp>' dw 1 — o, 



/(i + e' cosiv')* s'inSw' dw' — o, 
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quand on a égard aux relations connues 




i -h e' cosw' 



Les formules (27) se vérifient immédiatement. On voit donc que, dans la 
première approximation, il n'y a pas d'inégalité de la forme indiquée. On en 

trouverait une cependant en prenant dans R la portion qui contient en fac- 
teur; mais elle renfermerait le coefficient 

qui est du douzième ordre, si l'on considère ^ et - — comme de petites 

quantités du second ordre, les autres étant du premier, et serait aisément né- 
gligeable. 

Le calcul que nous venons d'exposer est dû à Poisson. Laplace supposait que 
l'inégalité pouvait être sensible; il avait même déterminé empiriquement son 
coefficient pour faire cadrer la théorie et l'observation. Mais il n'est pas prouvé 
qu'on ne pourrait pas retrouver l'inégalité en question en combinant des per- 
turbations d'ordre inférieur. Nous devons dire toutefois que Delaunay déclare 
(Comptes rendus, t. XLVII, p. 81 3; 1 858) qu'il a calculé l'inégalité en question 
par sa méthode, en tenant compte du carré et du cube de la force perturba- 
trice, et qu'il a trouvé le coefficient inférieur à o",ooi, donc absolument 
insensible. 



77. Influence du déplacement de l'écliptique sur le mouvement de la 
Lune. — Nous avons déjà considéré (p. i36) cette influence, mais seulement 
sur la latitude de la Lune; nous allons reprendre la question et la traiter com- 
plètement par la méthode de la variation des constantes arbitraires, en suivant 
un calcul très simple dû à M. Radau (Bulletin astronomique, t. IX, octobre 1892). 

Soient <p' et 6' les quantités analogues à ç et à qui déterminent la position 
de l'écliptique, par rapport à un plan fixe, l'écliptique d'une époque déter- 
minée. On pourra prendre pour expression de la force perturbatrice celle de la 
page i44> où figurent r), e et ë \ en négligeant les excentricités et les termes 
périodiques, il viendra simplement 

(»8) R = #i'^«Q-jjiA 



Si l'on considère le triangle sphérique formé par l'orbite de la Lune, l'éclip- 
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tique mobile et le plan fixe, dans lequel un eôté et les angles adjacents ont 
pour valeurs respectives 

9—0', 9' et 180 — 9, 
le troisième angle J étant lié à yj par la relation 

. .1 

n sin - j 
2 

on aura 

cosJ — 1 — 2Y) S = C0S9 cos 9'-+- sin9 S1119' cos(0 — 0'). 
d'où, en négligeant les petites quantités du troisième ordre en <p et <p\ 

(29) [\rr = 9*-+- 9' 1 - 299'cos(0— 0'). 

Les formules (28) et (29) donnent ensuite 



On en conclut 



Si l'on pose 



R = [j _ | 9' - I 9" + 1 99' cos ( 9' )] . 

-77 — - 2 - -y- : - 7 — h - -COS(0-Ô') , 

a/ «a 2 9 do \ n L ? J 

r/cp 1 e)R 3 n fi , . ., v 

7/7=-- -)V) = 7— 9 sin (0-0'. 



9 sin G 9 cos0 = 7, 

9'sin0'=r^', 9'cos0'=7', 



on trouve aisément 



1 dp 



(3o) i l Tl ^-P+P'=o, 

. 3 /i'* 
/t = 7 — • 
4 /z 

Pour intégrer ces équations, on pose, en désignant par A et B de nouvelles 
variables, 

| A sin/// -h B cos A*, 

( 3 1 ) i 

r 7 =— A cos/U B sin/t/. 

Si Ton substitue ces valeurs dans les équations (3o), il vient 

sin ht ^ -+- cos ht ^ — ha* — o, 

cos/i/^ — sin/i/^? —hp'—o, 
ai al 

T. - III. 21 
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d'où 

dk 

— — h{q f s'ni ht -h p' cosht) t 
^? z= h(q' cosht — p'sinht). 

Intégrons par parties et désignons par A et B deux constantes arbitraires 
nous trouverons 

A = A -h p' sin A/ — q'cosht — j* ^sin — cosht dt, 

(32) { 

/Y 

B = B •+- p' cosht -+- </' sin/*/ — / f cosht sin ht-jj\ dt. 

dp' dn 1 

Or on peut admettre que, pendant un temps très long, et restent con- 
stants, et poser (Le Verrier, Annales de V Observatoire, t. II, p. 172) 

dp' 

-~ = — o", 059 = b = &) sin 0', 

(33) ' ^ = -o",476:=C=a>COS0', 



0' = 1 73° , co = \!b«- +c' = o", 48. 

Les formules (32) et (3i) donnent ainsi 

A = A -h p 1 sin A/ — q'cosht -h ^ ( 6 cos/** -f- c sin A*), 
B = B -t- p r cosht + gr' sinA/ -f- ^ (— b sin A* -h c cos ht) 9 

/? = A sin ht B cos ht -h/?' -t- - , 
a = — A cosht B sin A* -f- <y' — 

On peut poser 

A = — 91 cos A, , B = 9 t sin/tt, X — h x — ht, 
p { = <p t sin t , (7, = 9, cos 4, , 

où <p, et h i désignent des constantes, et il vient ainsi 

c b 

Les accroissements de /? et de y, dus au déplacement de l'écliptique, seront, 
à très peu près, 

(35) = J. a* = 9'- J. 
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On aura aussi, pour la variation de l'angle J que forme l'orbite de la Lune avec 
l'écliptique mobile, 

aj=~sin(0, — 0'). 
Soit s le sinus de la latitude rapportée au plan fixe; on aura 

s = sinç sin(e — 0) — g sine — p cose, 

d'où, en négligeant Se, 

ès = sin e àq — cos e dp 

ou bien, en ayant égard aux relations (33) et (35), 

& = <p' sin(e- 0') — |cos(e — 0'). 

Le dernier terme représente l'inégalité cherchée de la latitude, rapportée à 

l'écliptique mobile. Le coefficient ^ a pour valeur i",36, ou mieux i",4 2 > si 

l'on attribue au moyen mouvement annuel h du nœud sa valeur plus exacte 
o,338. L'inégalité devient alors 

ds=z— i",42 cos(e — 0') =-f- \",t\i cose — o f , 17 sine. 

On a maintenant, pour l'inégalité correspondante de la longitude, 

<5r = os , 
de _ 2 dit tp dR 



dt na ôa ma* 

d'où, en remplaçant R par sa valeur ci-dessus, 

% = - *Ç + \ Ç [?■ + *??' cos(0 - 0')] - g ^ [?»- <??' cos(0 - 0')]. 
En introduisant />, y, />' et y' et négligeant p' 2 -+- q' 2 , il vient 

Remplaçons p q par leurs valeurs (34)t omettons les parties constantes et 
les termes du second degré en b, c, p' et q'; nous trouverons 

^ =3{cpi — bq l )— l -h{pxP' + qx ?')• 

On en tire en intégrant 

a, = a, = 5îSi+fZ! + i(p 1 ^_^„ 
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on vérifie aisément ce résultat en différentiant et ayant égard aux relations 

dt fit ~ 

Si Ton introduit de nouveau <f 9' et 0', il vient 

5 1 
3r = ^ b»9i cos(0, — 6') H- - ?i ?' sin ( 0, — 0' ) ; 

en remplaçant 9, par 9 = 2y, on trouve enfin 

3r= - <p9'sin(9— ^J-hSy yC08(9-9'). 
2 /i 



Le coefficient de cos(6 — 6') est égal a o",3i, quand on attribue à A la 
leur o,35, qui résulte de la première approximation. 
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THÉORIES DE MM. LUBBOCK ET DE PONTÉCOULANT. 



Ces deux théories sont fondées sur les mêmes principes; la première est con- 
tenue dans divers fascicules parus en i833, i836, 1837 et 1840 sous le titre : 
On the Theory of the Moon, and on the Perturbations of the Planets. La seconde 
remplit en entier le Tome IV de la Théorie analytique du système du Monde, paru 
en 1846. 

Les deux auteurs ont cherché à obtenir directement les perturbations de la 
longitude, de la latitude et de l'inverse du rayon vecteur de la Lune, dévelop- 
pées en sinus et cosinus d'arguments variant proportionnellement au temps; 
ils ont introduit, dès le début, comme Poisson l'avait conseillé, la longitude 
moyenne de la Lune au lieu de la longitude vraie. Lubbock s'en est tenu aux 
premières approximations; le travail de M. de Pontécoulant est beaucoup plus 
étendu, et c'est celui dont nous donnerons une idée assez complète dans les 
pages suivantes. 

78. En supposant égal à l'unité le produit de la constante f de l'attraction 
universelle par la somme des masses de la Terre et de la Lune, et désignant 
par x, y, z les coordonnées rectangulaires de la Lune , par R la fonction pertur- 
batrice, on a, comme on sait, les équations différentielles 

d}x ^ _ àR d\y y _àR d*z z_ _ d\\ 
(I) dt 2 + /•* ~~ ôx' dl 2 ~ { ~ / ' ~~ ày ' dt* + /■» ~ dz ' 

Multiplions ces équations, d'abord par x, y, z, ensuite par idx, idy et adz; 
nous trouverons 

d*x d*y d 2 z 1 dR àR àR 

dt 1 * dl- dl 1 r dx J dv dz 

' dx 2 -hdy*+dz* . 1 /<m ÔR , ôR^\ 

d f- id - ~_ 2 ( — — dx h- -r— dv -f- — dz • 

dl 1 r \ôx Oy v ôz ) 
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Prenons pour plan desxy le plan de l'écliptique supposé fixe; soit v la lon- 
gitude de la Lune comptée dans ce plan, s la tangente de sa latitude au-dessus 
de ce plan. On aura 

r cosv rsine rs 

(3) x — —, 7=-=__, " 



on en tire aisément 



et 



ÔR dR dR dR 

r-r- = x - h y- hs-r- 

or dx J dy dz 



dx 1 -h dy*-+- dz* dr* r* dv* r* ds J 



di 1 dP ï-+-s*dt* (i -h**)- r// 1 . 

cPa? d*v d*z _ d f dx dy dz\ dx* -h dy*-h dz* 

x ~dë ^ y ~dt*~ ~*~ z 7iïï -diy v 'dî ^ y ~di^ z TTt) tt* 

d*r r* dv* r* ds* 

~ /' —r-r — 



di 1 i + i 2 dP (H--.V*) 4 dt 



2 



de sorte que les équations (2) donneront 

/ dr* r* dv* r* ds* _ 1 1 _ Ç 

\ dt* 4 " 7+T 4 dt* + (i + s*J* di* ~ r~*~ a~~ 2 J ' 

^ ' d*r _ r* dv* r* ds*_ 1 _ OR 

V ~dt* ~ I4-5 J ^ UH-* 2 ) 2 Tlîi*~ ~r~ 'dr' 

on a posé, pour abréger, 

(5) dx dr ^ l)z ' 

et — ^ désigne la constante qui accompagne l'intégrale 2 J rf'R, dont le sens est 
précisé par la formule 

<)R dx dR dy dR dz\ 

4- - -r- -f- — dt. 



<>y ^/ dt 



En ajoutant les équations (4), on trouve 

(A) r-, h =: 2 / d'R + r 

v 7 2 dt 2 r a J dr' 



c'est une équation fondamentale dans la théorie actuelle : elle se trouve déjà 
dans la Mécanique céleste de Laplace. 

Multiplions maintenant les deux premières équations (1) par —y et -f-.r; 
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nous obtiendrons 

dt \ dï y dt)~~~ X dy * V dx ~~ dv f 

d'où, en ayant égard aux formules (3) et désignant par h une constante arbi- 
traire, 

(*+/»• 

Enfin la relation 

àl\ r dR _ rs âR 

âs ~ y/7+~^ àz dr 

permet d'écrire comme il suit la troisième des équations (i) : 



d 1 / rs \ \_ ™ y ; i + j ! OR s dR 

Les équations (A), (B), (C) vont maintenant nous servir de point de départ. 
Soient r' et s/ le rayon vecteur et la longitude du Soleil; on aura, comme on 
Ta vu k propos de la théorie de Laplace, 



(6) 



(m' r 1 
K= . — [i — 35»-+- 3(1 _5*)C0S(2*>— *ç')] 

-h ~ [3(1 — y 5 *) cos(r-p')-+-5^i- ïs^J cos(3p-3/)J 



où m' désigne le produit de la constante f par la masse du Soleil. 

79. Quand on fait abstraction de R, les formules (A), (B), (C) deviennent 



1 d i r- 1 1 dv 1 -+- s'- 

2 dt* ~r + â : " ' di 

dt* ^ V /T+ "s* / + v/rïl 1 ~~ °" 

On déduit de ces équations les développements de r, r et j, que nous repro- 
duisons en négligeant les troisièmes puissances de l'excentricité et de l'incli- 
naison, 

- = H e cos 9 cos 204-..., 

a 2 T 2 T 



(8) 



e = /i£ -+- £ -h ie sincp -h 7 sin2<ï> — y sin 2 n -+- . . . , 

4 4 

5 = ysinyî-4-eysin(9 — Y))-l-<?ysin(cp-i-Y3)4-.... 
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Y est la tangente de l'inclinaison de l'orbite sur le plan des ocy, ç l'anomalie 
moyenne et r\ la distance moyenne de la Lune au nœud ascendant de son orbite; 
on aurait donc, en employant les notations bien connues, 

y zzz nt -+- e — gj, rj — nt e — Q , 

où xs et Q désigneraient des constantes. Mais, en raison des variations rapides 
du nœud et du périgée, les formules précédentes ne donneraient qu'une 
approximation insuffisante. Aussi l'on pose 

j 9 r- CUt -h £ — TD — fit -+- £ — [CT -h (i — C ) /il] } 

(9) 

( yî — gnt + Ê- Q= /i/ + £- [8 + (i- ô nr ) nt], 

où c et g représentent des constantes qui seront déterminées ultérieurement. 

On voit que cela revient à considérer une ellipse mobile tournant uniformé- 
ment dans son plan, tandis que ce dernier se meut uniformément aussi autour 
de l'axe de l'écliptique; (i-c)nt et (1 — g) ni sont les moyens mouvements 
du nœud et du périgée. Les formules (8) et (9) cessent de vérifier les équa- 
tions (7); mais nous avons le droit de les prendre comme point de départ de 
nos approximations. Dans ce qui suit, a, n, e, y, £, trr, Q seront des constantes 
absolues, même dans l'orbite troublée de la Lune; nous prendrons pour n la 
valeur qui se déduit directement de l'observation, de sorte que n sera la valeur 
angulaire moyenne dans l'orbite troublée, a se déduira de n par la relation 
n 2 a^= 1 : c'est la définition même de a. 

On aura, pour le Soleil, des formules analogues à (8), qui seront supposées 
représenter exactement son mouvement, 



-, — H — e ! cos 9' cos 29'-+-..., 

a' 2 T 2 T 

5 

v r — mut -+- e' 4- 2 e' sin 9' -i- 7 e'* sin 2 9' -r . . . . 
(IO) { Y 4 Y ■ 

9' — n' t -h e' — Tx5 r — mnt -+- e' — rs' , 

n' 

m — — - 
n 

La quantité m, rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune, est 
constante. 

80. Si l'on porte les expressions (8) et (10) de r, v 9 s, r* et v' dans l'expres- 
sion (6) de R, ou plutôt dans sa première partie, à laquelle nous nous bornerons, 

(n) R = ^ /i'V* (^J [1 — 35 s -+- 3(1 - **) cos (2 v- 20')], 
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on obtient sans trop de peine le développement suivant de R, dans lequel nous 
avons supposé a ~ i et, par suite, n — i et m = n\ 



4 



(12) 



ni 1 m 1 m} . 3m 1 , . qm 1 , 
~ r a ecoscp g-éf 5 cos29 4 ^- e'coscp'-h e'* COS29' 

3/w* 3w s , 3/n* 

— ee' cos(9 — 9 ) ee cos (9 -h 9 ) H COS24 

444 



— - ecos(aÇ — 9) 4 e cos(2Ç -+- 9) H ft — e'cos(2Ç — 9') 

4 4" 



q— cos(2£ 4- 9') H -rr- e l cos(2Ç — 29) 4- 

> o o 

Nous avons posé, pour abréger, 

£ = / — /' = nt 4- e — n' t — e' = (1 — m) t -h e — e', 

et nous avons fait y = o, pour simplifier notre exposition. Tous les termes du 
troisième ordre ont été écrits et même plusieurs du quatrième; on en verra la 
raison plus loin. 

De Pontécoulant désigne par ~ la valeur de £ déduite des formules (8) 

— =z i 4- e cos 9 4- e* cos 2 9 4- . . . , 
r 1 

et par j la valeur exacte dans l'orbite troublée ; il pose 

r r x r x 

Il introduit ainsi y et y et non pas r t et r, parce que Tune des inconnues finales 

est la parallaxe de la Lune, qui est représentée, à un facteur constant près, 

par y II admet ensuite que $y peut se développer en une série de cosinus 

portant sur les arguments 9, 2<p, <p' qui figurent dans le développe- 
ment (12) de R, 

S — =. tf -+- a \e cos 9 4- a t e~ cos 2 9 4- a 2 e' cos 9' 4- a K e'* cos 1*9' 
r 1 

£,3 ^ J +fl, ee' cos(o — 9') -+- a 6 ee' cos(9 4- 9') 4- a 7 cos2£ 

4- a H e cos (24 — 9) 4- ff 9 cos (2 £ -t- 9) 4- a 10 e' cos(2£ — 9') 
a n e' cos(2Ç 4- 9') 4- a lt e a cos(2£ — 29)4- 

a , a,, . . . , a i2 , . . . sont des coefficients indéterminés dont il faut calculer les va- 
leurs, ce à quoi Ton arrivera au moyen de l'équation (A); mais quelques expli- 
T. - III. 22 
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cations préliminaires sont nécessaires. On a 



d'où, par la formule du binôme, 



= r\ - 2 r] 3 1 + 3 r\ (ô ± )- 4 r ■ (* ^ J 



L'équation (A) devient ensuite 
(i4) { 2 ^ 2 2 ^ 2 ^* 

5 h - — 2 ! d'R + r r - 

Posons 

( ,5) P = _ (r . _ o * j + ! r} ( 9 ±y- 4 , ; ( a ly+i^iy-..., 

remarquons que l'expression (i i) de R donne 

'd7 = 2R ' 

rappelons-nous que nous avons supposé a = i, et l'équation (14) deviendra 

rf*3 — 

, „ s r. . 1 1 1 d*r\ d*P r» 

(16) — — r 1 -4-3 1 1 -, * — — - 4-2 rf'R -hîR = o; 

on a d'ailleurs 

1 

— — 1 — e cos 9 4- e- cos 29-4-..., 

(17) < /*— — 2 e COS9 — ^ COS29 -h. . . , 

-, - 
= c- (2e cos 9 4- 2e- COS29) -4- . . . ; 

le facteur. c 2 provient de ce que ^ = c [formule (9)]. 
81. On a ensuite 

, D dK, àl\ . , 

a R — -r— dx -h ... -h -r— : dx -h . . . , 
da? dx' 

c;/" ov' 
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or, d'après (i i), 
II viendra donc 

r ov 

d'où 

2yrf'R-+-2R^:4R-+-6y , R^-' + 2 f^dv' 

ou bien, en tirant dr* et dv' des formules (10), 

l 2 rrf'R4-2Rz_1R-}-6/n ^ R(e'sino'-h -e /i sin2 9 / )^ 
(18) ! J J \ 1 * ) 

| -f- 2/71 / - I 1 -+- ie COS9 -+■ - e 1 COS29' J dt. 

Nous chercherons dans S- 1 seulement les termes en m 1 . Il faudrait donc, 

semble-t-il, prendre dans les deux derniers termes de la formule précédente R=o 

et ^ = o, car, autrement, le résultat du calcul contiendrait m* en facteur. 

Mais il faut remarquer que certains termes s'abaissent d'un ordre par l'intégra- 
tion; ainsi, en bornant le développement (12) à 

m 1 3 m 1 

R — -y H e'cos©', 

4 4 

on aura 

R sinç'n- ^ e' a sina<p'^ = — r e' sinç'-h — ^- e'* sin 29', 

d'où, en multipliant par dt 9 intégrant et remarquant que le coefficient de / dans 
<p' est égal à m, 

j* R (^e r sin 9' 4- ^e' 1 sin 29'^ de — — ™ e' cos<p' — ^ e'* COS29'. 

<^R 

Il faut maintenant calculer Or l'expression (11) de R ne contient que 
v — t>\ et l'on a 

5 5 

v — ■+- 2e sin 9 — 2e' sin 9' -+■ 7 e*sin2 9 — ^ e' 1 sin 2 9' -4- 

4 4 

On en conclut 

<JR <JR 

^ ~~ ^ ' 
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et, en se reportant à l'expression (12) de R, on voit que, pour avoir un abaisse- 
ment dans l'intégration, il faut prendre seulement 



-TF = r"* * sin(2£ — 29), 

</ç 4 



On aura ensuite 



(' + 2C C0S( P'~ 4 ~ ^ C0S2 ¥'j dt — — m i e*J % sin(2Ç — iy)dt 



jfi m'e* 



cos(2^ — 29) 



4 2(1 — m — c) 

En portant les résultats précédents dans la formule (18), il viendra 

/D 3m* , , 

= 4R — — ^— e'cosç' 



| 2^R-h2R = 4 



( J 9) , Q^** #• / iô/n* e* , v 

1 — z-j- e' 1 COS29' —— cos(2£ — 29) 

14- C "~ 1 



Si donc on pose 

Ir <^r 
2 / rf'R+ r =const. H-R t ecos<p 4- R 2 e* COS29 4- R 3 e'cos<p' 
-4-R* e" cos 2 9' 4-. . .4- R^e* cos(2? — 29) 4-. . . . 

on trouvera sans peine, en ayant égard aux formules (12) et (19), 

n « d m% n 3m* _ om* n _ 

R t =— 2/w 1 , Rj = » R 3 = , R v = ^7—, R 5 = — 3 m 2 , 

2 2 4 - 

R 6 = — 3m*, R 7 = 3 m 1 , R s = — 9m 2 , R 9 — 3m*, R 10 = 21 m - , 

3 m* _ i5m* m 

Kn — — > nu — 



4 c — 1 

14 

m 



82. L'expression (if>) de P peut être bornée, dans la première approxima- 
tion, à 

P = — ( /"î — 1 ) â — = (3e cos 9 — 5e l ) [a -h a x e COS9 4- a % e' cos9'4- a 7 cos2£ 

r 1 

4- fl 8 e cos(2^ — 9)4- a 9 ecos(s£ 4-9)]. 

Si donc on pose 

( P z= P 4- P t e cos 9 ~+~ Pje* COS29 4- P 3 cos 9' 



(22) 



I 4- P 4 e'* cos 29' 4-. . .4- P 1 ,e î cos(2$ — 29)4-..., 
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, 7 3 



on trouvera 



(23) 



P, == 3tf , 

n Sa-t 

S * 6 " > 

2 



p,= 
p-^ 
p..- 



3 , 
o, 

3^t 

2 



P 3 = P 4 ^o, 

p - p — 3 — 7 , 



on a négligé e-a % et e 2 a 9 devant a 7) « 8 et a 9 . 

On peut maintenant, dans l'équation (16). égaler à zéro les coefficients de 

ecoscp, e l cos2 9, e s cos(2£ — 29), 

en tenant compte des formules (20) et (2 1) et ayant égard aux expressions (17) 
de — — 1 et de 4nr f * t> n trouvera ainsi 





(i-+-«i)(c 5 — 1) 




R. 


4- 


c^P, 




(4c 9 - 


- 1 ) -h c 5 — 1 




R, 


-+- 


4c»P lf 






-0 




Ra 


H- 




a k 








R* 


-h 




«s 


[(C-~ 






R s 


•4- 


( C -/w) 5 P 5 , 


*e 


+ 


m)*-i] 




R. 


-4- 


(c-Mtl)«P ff 


«7 


[40- 


-m)'-i] 




R, 


-h 


4(i-/n)'P 7 , 




[(*- 


c — 2m) 5 — 1] 




R. 


4- 


(a-c~2m) ! P g , 




[(H- 


c — 1m) 1 — 1] 




R» 


4- 


(2 C — 2/w) J P, , 


a l0 


[(2- 


3/n)*— 1] 




Rio 


4- 


(a-3m)*P 10 , 


«ni 


[(2-- 


m)'-i] 




Ru 


4- 


(2-m) i P 11 , 




[(*- 


2 c — 2 m) 1 — 1] 




Ri, 


4 


(2 — 2C — 2m)* P M . 



Remplaçons dans les formules précédentes les R,- et les P,- par leurs va- 
leurs (21) et (23) et réduisons les coefficients de a { et P 4 - à leurs valeurs prin 
cipales, au moyen de l'expression approchée 



r — 1 — - m 
4 



qui sera obtenue dans un moment; nous verrons que les coefficients de a 5 , a ( 
et a % contiennent m en facteur. Nous trouverons finalement 



(1 4- a x ) (c*— 1) — 3c*a -2/w 1 , 



(24) 



«s ( 4 — 1 ) 4- — 1 — 6c-ai 



m 
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et 

3m ! 9 m * 2 1 m 21m 

a i — ~ ' a^—— *— , a, = — 1 a 6 = — 8 ' 

, _ . , i5m 33 m 2 7m 5 

(25) \ a 1 — m*, a % — — ^ > a 9 =:— a 10 = 



2 



m* i5m 2 



«h— ~ ' «iî — — 



9. 4 

Nous avons ainsi calculé les parties principales des perturbations de y 

83. Passons maintenant au calcul des perturbations de e. La formule (B) 
donne, pour s — o, 

(26) m di = 7i + 7*J dïï*=ï3 +D - 

en posant 

On tire de la formule ( 1 2) 

~ _-. S in2Ç-4- esin(2£ — 9) 2 - e sm (2^ -4- 9) 



21m 1 , . , 3m 2 , . „ ; i5m f , . , ». x 

— 7 — e sin(2$ — 9 ) H 7— e sm(a£ 9') , — e- sin(2Ç — 29). 

4 4 4 



Il en résulte 



TT 1 r3m* w qm 1 . m 2 . 

U = -j —.— cos2$ — - — e cos(2Ç — 9) -h - e cos (24 -+- 9) 

H — e'cos(2£ — 9') g— e' cos(2£-h9') g— e 1 cos(2Ç— 29) , 

d'où, en remplaçant par 

C 2 *) é? 2 

1-+-- h2ecos9-h- COS29, 
2 2 

TT 3m 2 c. i5/?j 2 . >. . 5m 2 y 

U = -y— cos 2Ç - ecos(2Ç — 9)4- — - e cos (24 -h 9) 

, 21m* . . . , 3/n 2 y 
(27) ; t H g— e 'cos(2Ç — 9') g - cos (aÇ 4- 9 ) 

g— e 2 C0S(2Ç— 29). 

On remarquera que le coefficient de cos (2$ — 2ç) a déjà perdu un facteur /w. 
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On a ensuite 

= h 3 ~ — — r H <5 — i 

d'où il résulte 

e 2 5 e 2 

= i 4 h2ecos<p-b — cos2 9 



(2 + 2e cos 9 -h 2 e* cos 2 9) [a Q -+- a x e cos 9 -h a, e s cos 2 9 -+- a 3 e' cos 9' 4- a k e'* cos 2 9' 

-+- tf 5 ee' cos(9 — 9') 4- a e ee r cos(9 -f- 9') 4- a 1 cos2£ 

a^e cos(2$ — 9) -4- «9 e cos(2£ 4-9) 
-h a 10 e' cos(2| — 9') -h a u e' cos(2£ 4- 9') 

-h ai,e 5 cos(2£ — 29)]. 

On en tire, en effectuant la multiplication, 



1 —=14-^ 4- 2^ 4- a x e* 4- 2(1 -h ût 4- a t ) ecos9 4- ^ 
/ -h 2a 3 e'cos9'-i- 2a 4 e' î cos2 9'-i (tf 3 4- 2a,) ee'c 



^ +2a + a, + 2fl î )e J cos 2 9 



■) 



cos(9-— 9' j-h (a 3 + 2a 6 ) ee'cos(9 4- 9' 
4- 2A 7 C0S2Ç 4- (a 7 -h 2flj) ecos(2^ — 9) 4- (a 7 4- 2a,) e cos(2£ 4- 9) 
4- 2a, e' cos (2^ — 9') 4- 2a tl e' cos(2£ 4- 9') 4- (a 7 4- a g 4- 2a 12 ) cos(2£ — 29). 

Les formules (26), (27 ) et (28) donneront ensuite 



dv ( e* \ 

— h l 1 4- 2 - 4- 2fl h a, é? s J 4- 2^(1 4- a 4- a t )ecos9 



^ (2 4 2a o-*- ^1 2^ e* cos 2 9 4- U', 

en faisant 

U =2<i 3 e' cos 9' 4- 2a- ( e" cos 2 9' 4- (a,-*- 2tf s ) cos(9 — 9') 4- (tfj4- 2« 6 ) ee' cos (9 4- 9') 

î- I 2a 7 4- 1 COS24 4- ( « 7 4- 2tf 8 4~" J e C0S(24 — 9) 

/ 5 m* \ , y. ( 2 1 m 1 \ , 

4-(a 7 4-2ei 9 4 J e cos(2Ç 4- 9) 4-l2a 10 4- ~ g- ) e' cos(2* — 9') 

/ 3/ji*\ , / i5m\ _ 
4- ha,, g- j cos (2? 4- 9') 4- I a 7 4- </ 8 4- 2ûr lt g— j e^os^ç — 29). 



On remarquera que, dans U\ on a supposé h = i. D'après la définition de n, on 

dv 
dl 



doit égaler à n 9 donc à 1, le terme non périodique de ce qui donne 



h-~i- — -2tf — a.e*. 

2 

^ — 1 4- (1 — a 4- a,) 2ecos9 4- ( ^ — 3a 4- a, 4- 2a, ) e 1 COS29 4- U'. 



176 

On en tire, en intégrant. 
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i — a^-r-a^ i/5 3a , 

^-^ + e+ - 



— 2e sm qp -+- - -, 1 h a t e l sin 2© 

t* T c \ 4 2 2 y 



H e' sin 9' 4- — e'* sin2<p'-h (« s -h 2a 5 ) ee'sin(<p — 2a e) ee'sin(9 4- 9') 

-h ^a 7 4 g-J sin2t ^« 7 -+- 2 a,- — j e sin (24 — 9) 



a 7 4-*« 9 5w*\ . . y x / 2i/?i â \ . j. 

- H- -77- J esin(2| 4- 9) -h ( a 10 H — J sin(2£ — 9') 



3 12 



+ ( fl "t-T6"j^ 8in(a «- , - ,p) "V" ^* 7ëj^smK-29). 

On voit que plusieurs des coefficients a g sont affectés dans v du diviseur m; 
le coefficient dee 2 sin(2^ — 2<p) renferme même une partie, — ~> d'où m a 
complètement disparu, a la suite des deux intégrations faites pour obtenir 

Si l'on remplace enfin les a, par leurs valeurs (25), on trouve 

(29) i> = j + eh *- ie sii)9 ( ^ 7g m " u " 1 ) e sin29 4- U f , 

en faisant 

U . r — 6 me' sin9 — — e 4 sin 2 9 t- ^— ee' sin (9 — 9') ^— ee' sin(9 4- 9') 

(3oï ' t 4 8 — sinaç-h <? sin (2; - - 9) 4- -'-ç- e sm ( 2; 4- 9) 

777/1* 1 1 ni s 

4- e ' sin (2; -- 9') — 7^7- sin (2^ 9') 4- I)/we s sin(2^ — 29). 

Les termes indépendants de m se sont détruits dans le coefficient de 
<?*sin(2lj — 2<p); cela est conforme à un théorème de Laplace (voir la Méca- 
nique céleste, Liv. VII, p. 244)- Le coefficient D n'est pas donné par le calcul 
tel que nous l'avons simplifié; pour l'obtenir, il faudrait, même dans cette 
première approximation, tenir compte de certains termes contenant les pro- 
duits deux à deux de quelques-uns des coefficients a t \ il serait facile de faire 
cette opération complémentaire, mais nous ne nous y arrêterons pas. 

84. Calcul de a , a s et r. — En faisant s- o dans la deuxième équa- 
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tion (4), il vient 

dv' _ 1 d 2 r 1 _ ^ <JR 
dt* ~ / dC 1 7 ~ r 'â? ' 

Nous allons égaler dans les deux membres les parties non périodiques en y 
négligeant e. Nous pourrons écrire d'abord 



dU>* 
dt 



» - r dP + {7, + -) - -T 



1 d* r 2 R 

La partie non périodique de - contient e en facteur; contient le terme 



m 1 m 1 



2 — — ; 11 viendra donc 
4 2 



i = i + 3fl -+- 

2 



d'où 



(3.) 



Gq — ~pr~ — r - • • • . 



De Pontécoulant, afin de pouvoir comparer plus facilement ses résultats à 
ceux de ses prédécesseurs, a déterminé la constante a i% qui reste arbitraire, 

par la condition que la valeur de J - soit, dans ses deux premiers termes, de la 
forme 



p — E[i-h e?cos(t*i> — II)], 



e étant le même que ci-dessus. Or on a 



1 1 * 1 

- = ho-=i + a + ( l a \ ) e cos<p -h . . . , 

r r x /■, 

cp — cp 4- et, v — / 4- e -+-(c — 2a -t- 2a t ) e sin<p . . 



Il en résulte 



i = 1 4- a -h (1 -h ff t ) e cos(c*> — n -h. . .)• 



On doit donc avoir, au degré d'approximation réalisé jusqu'ici, 



T. - III. 



23 
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après quoi les équations (24) donnent aisément 



3 m' . 3 m* 

2 



C* 2 — 1 zn — : , 



C* — I — 



3/n* 



3 m* 



3/n s j m* 

O CL a fït " — —[— . . . , 

2 2 



2 m 1 

«2 = -o- 



Voici donc la conclusion de cette première approximation : 

1 m* / m'\ / 2m s \ . 

- = 1 -h -I- ( 1 -h -g- ) e COS9 -M 1 H ^— J e s COS29 

3 m 2 g/?* 1 

"2 ~ C0S ^ — C0S 2 ^ 



2 1 m , . v 2 1 m 



— ee'cos(9 — 9') g—ee'cos(9 -h 9') 

4- m* COS24 H g— e cos(2Ç — 9 ) H -g— ecos(2Ç — 9) 

l m * 1 / y #x m * r , v iv 15/71* . , . 

-h - — cos(2£ — 9') e f cos(24 4-9') -, — é 1 cos(2£ — 29), 

2 2 i_| 



v — t + e-t- ( 2H — ) e sin 9 -h ( 7 h ) e* sin 2 9 



16 



— 3 me' sin9 / — — ™ e n sin 2 9' 
2 1 m . . , . . 2 1 m 



^— sin ( 9 — 9' ) — ec' si n ( 9 -+- 9' ) 

11 m 1 . Y i5m . , v v 17/n 1 . , „ 
H g— SU12Ç h ^— e sin (24 — 9) + — <? sm(2£ 9) 

77 /7i* I I 

4- ^— e'sin(2£ — 9') ^- e 1 sin (2^ -4- 9') -f- D/ne 1 sin(2£ — 29) ; 



3 7/1 



9 = eut -h £ — gj; c = i- — ^ h . . . . 



85. Pour procéder aux approximations ultérieures, il faut d'abord augmenter 
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R de 8, R, 

* rj ^R * ^R ^ 2 <)R . i ^ <?R . 

Or ôv or r t <n> 

On remplacera 8 y et St> par leurs valeurs précédentes et Ton développera 

les expressions — 2Rr, 8y et suivant les cosinus des arguments 2<p, 

<p\ ... et de nouvelles combinaisons. On en déduira ensuite les nouvelles 
valeurs des quantités R,. De même, il faudra prendre les deux premiers termes 
de la valeur (i5) de P, 

et il faudra développer cette expression suivant les cosinus des mêmes argu- 
ments. En s'adressant à l'équation (16), on formera les nouvelles équations 
propres à déterminer les coefficients a if et de même les coefficients du déve- 
loppement de v — t — e, et ainsi de suite. 

L'auteur n'a pas donné le détail de ses calculs; il a transcrit immédiate- 
ment la valeur de la fonction R fournie par une série d'approximations, en né- 
gligeant e, e 1 et y dans les coefficients de 

coso, ecoscp, e* COS29, e'cos<p', 

la partie non périodique de R a été calculée jusqu'au terme en m* inclusive- 
ment; pour les coefficients suivants, on va moins loin, en raison des facteurs 
e, é, e 2 , ... qui s'introduisent. Il a montré ensuite en détail comment il faut 

faire la nouvelle approximation pour obtenir des valeurs plus exactes de S — et 

de &\ Cette façon de procéder dans l'exposition est rapide, mais peu claire; j'ai 
préféré effectuer complètement la première approximation. Il faut reconnaître 
que la méthode est bonne en elle-même et infiniment plus rapide que si l'on 
employait la méthode de la variation des constantes arbitraires. Le nombre des 

coefficients ditlerentiels -.-> 3-1 ttj -5— r> ' ' • Q ue 1 on est oblige de cal- 

âr ov as dr* or ov ^ 

culer est ainsi bien réduit; la besogne n'en reste pas moins considérable, et il 
aurait fallu plus d'un autre volume pareil au Tome IV de la Théorie analytique 
du Système du Monde pour les développer in extenso. Dans le Chapitre III, de 
Pontécoulant détermine par la même méthode les termes dépendant du carré 
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et des puissances supérieures des excentricités et de l'inclinaison, servant à 
compléter les expressions des coefficients des inégalités développées dans les 
Chapitres précédents. Dans la suite de son Ouvrage, il emploie aussi la méthode 
de la variation des constantes arbitraires, notamment pour le calcul plus exact 
des quantités c et g et de l'accélération séculaire. 

On a pu voir dans le Chapitre VII (colonne H. — Po.) comment la théorie 
de Pontécoulant représente les observations. 



CHAPITRE XI. — THÉORIE DE LA LUNE DE DELA UN AY. l8l 



CHAPITRE XL 

THÉORIE DE LA LUNE DE DELA UN AY. 



86. Principe de la méthode. — Les difficultés que présente la théorie de 
la Lune tiennent surtout à ce que les résultats fournis par les approximations 
successives ne convergent que très lentement. Dans le cas des planètes, les iné- 
galités qui sont du second ordre relativement à la fonction perturbatrice sont 
généralement faibles, et Ton peut presque toujours négliger celles du troisième 
ordre. Pour la Lune, il n'en est pas ainsi : certaines perturbations sont encore 
sensibles, bien qu'elles soient du cinquième ordre. On conçoit la complication 
qu'entraînerait l'enchaînement ainsi prolongé des approximations successives. 

Dans la nouvelle méthode, il arrive que, si l'on réduit la fonction pertur- 
batrice R à sa partie non périodique et à un seul terme périodique s, les 
équations dont dépendent les dérivées des éléments peuvent être intégrées 
rigoureusement. On peut donc calculer les intégrales correspondantes avec 
toute la précision désirable. Il y a lieu de se demander s'il n'est pas possible 
de tirer parti de cette circonstance et de ramener le problème à un autre du 
même genre, dans lequel la fonction perturbatrice ne contiendrait plus le 
terme s. Si, en effet, après avoir effectué les intégrations dont on vient de par- 
ler, on regarde comme de nouvelles variables les constantes arbitraires intro- 
duites par l'intégration, il arrive que ces nouvelles variables dépendent d'équa- 
tions de même forme que les premières. On est donc ramené à une question 
pareille, mais dans laquelle on a extrait un terme de la fonction perturbatrice. 
Une nouvelle opération fera disparaître un second terme périodique s', et ainsi 
de suite. Quand on aura ainsi tenu compte avec une grande rigueur des termes 
les plus influents, on pourra se contenter, pour les autres, de la première 
approximation. Le plus grand avantage de la méthode consiste peut-être dans 
la division du travail en une série d'opérations distinctes, qui sont toutes de 
même nature. 
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87. Équations différentielles du mouvement. — Nous laissons de côté 
l'action des planètes et l'influence de l'aplatissement de la Terre dont nous 
tiendrons compte plus tard; nous n'aurons donc à considérer que trois points 
matériels S, T, L, les centres de gravité du Soleil, de la Terre et de la Lune, où 
seront concentrées les masses M, m etm { de ces trois astres. Soit G le centre 
de gravité de T et de L; on sait (t. I, p. 63) que le point S décrira à fort peu 
près une ellipse képlérienne, non pas autour de T, mais autour de G comme 
foyer. C'est là l'origine d'une légère complication dans les équations différen- 
tielles. Menons par le point T trois axes rectangulaires de directions invariables 
et par G trois axes parallèles aux précédents; désignons par x, y, s, x\ 9 y\ 9 z\ 
les coordonnées géocentriques de la Lune et du Soleil, par x\ y\ z' les coor- 
données du Soleil rapportées à l'origine G; posons 

TL = /, T8 = r' lf GS -= r\ SL = A, 

a — f(/w 4- m, ), m' — fM, g — — — — • 

m -+- m x 

Nous aurons, pour déterminer x, y, z % les équations différentielles 



de sorte que les équations différentielles du mouvement de la Lune pourront 
s'écrire 




Nous avons, d'autre part, les relations 



x\ 7.1 x'-h <jx, y\ = j' (j j, z\ — ;'+it:, 

A* = {x' — x -+ (7^) ! + (/' — y cr v)*-4- (z' — z •+- az)*, 
r\* = (j'+(7x) ! + (/'-h ayy-h (s' -h <jz)\ 



qui donnent 




(0 
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où Ton a 



^ x — a)sj{x' — a; -j- <jjcy -\- {y' — y -y- ayY (z* — z az)* 

( 2 ) 

I 



2 ^ a-)*] 



<j\/{x'-h <7*) 2 -h (y' + ay) 

Commençons par négliger la fonction perturbatrice R; les équations (i) re- 
présenteront un mouvement elliptique, et leurs intégrales seront données par 
les formules 

x z=z r(cosi> cosA — sine sinA cosi), 
y = r(cosi> s'inh -+- sinecosA cosi), 
z = r sinesint, 

u — es\nu — l — n(t -+■ c), n — 4 / ^ > 
r = a(i — e cos w), tan g = 1 / lang - • 

Les six éléments elliptiques sont a, e, i, h, g et c. Traçons une sphère de 
rayon i ayant son centre en T; elle sera coupée suivant les arcs de grands 




cercles xy et NL par le plan fixe et par le plan de l'orbite ; le rayon vecteur r et 
le rayon mené du point T au périgée le rencontreront aux points L et II (Jîg. 8), 
et l'on aura 

Ar=^rN, i=jNL, g — NII, f^NL. 

Ainsi h désigne la longitude du nœud ascendant, i l'inclinaison, g la distance 
du périhélie au nœud, f l'argument de la latitude, / l'anomalie moyenne. On 
aura ainsi, en appelant U la latitude PL et Y la longitude a?P, comptée sur le 
plan fixe des xy % 

(4) tang(V — h) = tangf cosi, sinU =• sin v sint. 

88. Pour tenir compte de R, Delaunay emploie la méthode de la variation 
des constantes arbitraires. Il suppose donc que les quantités a, e, i, h, g, c 
deviennent variables, de telle façon cependant que, dans le mouvement réel, 

dx dy dz A , . i i a. 

x *y* z > 'dï' dï } di conservent ' es m emes expressions que dans le mouvement 
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elliptique, ces dernières étant données par les formules (3) et par celles qu'on 
en déduit par la différentiation. Mais, au lieu de conserver tous les éléments dé- 
finis ci-dessus, il introduit les éléments canoniques que nous avons considérés 
dans le Tome I, p. i65; ce sont, aux notations près, 

C — — — > G - \)xa(i — e*) 9 H = \J\*-a(\ — é 1 ) cos/, 

( D I \ 2 CL 

( g, /i. 

Les nouvelles variables devront satisfaire aux équations différentielles cano- 
niques 



(6) 



dC 


<JR 


de 




l dt 


de 1 


dt ~ ~ 


dC 


) dG 




il-- 




\ dt 




dt 


dG' 


f dll 




dh_ 


dK 


\ dt 


-dh' 


dt ~~ 


dû' 



R est maintenant une fonction de / et des six éléments canoniques, qui est don- 
née par l'enchaînement des formules (2), (3), (4), et aussi des formules ana- 
logues à (3) qui font connaître x\ y et z'. Ces dernières sont, en accentuant 
les lettres et faisant i' = o (ce qui revient à prendre le plan de l'écliptique pour 
plan des xy), 

(3') x' = r' cos(e'-h h'), f— r' sin(i>'-+- h') ; 

v-h h! sera la longitude du Soleil; nous représenterons la longitude du périgée 
solaire par g' -h h' '. Les éléments de l'orbite solaire sont regardés comme con- 
stants. 

89. Développement de R. — Représentons par s le cosinus de l'angle SGL, 
G désignant, comme à la page 182, le centre de gravité de L et de T; on aura 

xx' -h y y' -h zz' — rr's, ^ + 7* + ^- r*, x ft -+- 7" -t- z 1 * — : r'*, 

et l'expression (2) de R pourra s'écrire 



R=^r ,-^=' — H — -, — - 

I (1— ») y 1- tt(>- »)*-»- pï (»-»)* °y 1+ -,5-»*+ pi 




ou bien, en introduisant les polynômes de Legendre (t. Il, p. 25oet25/j), 
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m' r f r n 1 

R— — 14-8,-7(1 — <7)-f-...-t-S fl - 7 -(l — ar) n -h... 

r'(i — (t) L r * I 

fît* r /* /*'* 1 

d'où, en négligeant un terme en p> qui ne dépend pas des éléments de l'orbite 
lunaire, 

(7) R = -pj- Sj-f- — H - 8,(1 - 2(7) 4- ... 4- pjj^ S„ [(i - a)*- 1 - (- a)"- 1 ] . . . 

On voit que, pour tenir compte de ce que l'ellipse solaire est décrite autour 
du point G comme foyer, il suffit de multiplier les divers termes du développe- 
ment 



m' r 1 „ m' r* , . r n 



(8) ^R )= _s,+ - /i , r S 3 -K..-hm'p--S«H-... 

par les facteurs 

Plana etHansen, après lui, avaient considéré seulement le facteur i — 2<j; 
c'est M. Harzer (Aslron. Nachr., n° 2941; 1889) qui en a donné l'expression 
générale; nous avons simplifié sa démonstration. On peut donc s'occuper d'a- 
bord du développement (8); dans la pratique, il suffira de multiplier les parties 

provenant de S 3 par le facteur 1 — 2<j = 1 — ^ environ; ces termes sont 

dits parallactiques. On a vu la raison de cette dénomination dans le Chapitre VII, 
page 108. 

11 reste à former s; on pose 



sin^ — y, 



et les formules (3) donnent 



- = cos(*> -+■ h) 4- 2y s sine sin/i, ~ = sin(e 4- h) — 2y* sine cosA; 

en ayant égard aux relations (3') et à la définition même de s, il vient 

s= (1 — y 5 ) cos( r — v' -t- h — h') -+- y 1 cos(i> -}-c'-A + /i'). 

On formera aisément les puissances s 2 , s 3 , ... en transformant les puissances 
des cosinus en cosinus des multiples des divers arcs et négligeant les puissances 
de la petite quantité y à partir d'un certain ordre. Delaunay s'est déterminé à 
T. - III. 24 
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conserver dans le développement de R les petites quantités jusqu'au huitième 
ordre inclusivement; e, y, e' sont considérés comme étant du premier ordre, 

F Cl • 

-, et, par suite, 7 du second. Comme le premier terme de la formule (8) con- 

F Cl 

tient on voit qu'il sera permis de négliger y c . Les formules (7) et (8) don - 
neront donc pour R une suite de termes de la forme 

(9) Jjfiï y l P cos [qv -+- q\v' -h h') vA], 

On a ainsi développé R, d'abord suivant les puissances de ~ et de y a ; il faut 

développer maintenant suivant les puissances de e et é '. 
Les formules du mouvement elliptique donnent 

r , , 

- __ J^q .A,! COS l -h e V.j COS 2 1 -h . . . , 

a 

v -z g 4- / 4- ilb, sin / h- Db t sin 2 / -4- . . . ; 

on trouvera les expressions des coefficients x t et ift>, en fonction de e dans le 
Tome I, n° 93. On formera les développements de 

sin 7 r'^ 1 sin LY J 

et on les portera dans les expressions (9). 

Finalement, le développement cherché sera de la forme 

( 10 ) R = - B - 2 A cos [il+i'g 4- i" h -+- i m l'-i iy (g'+ h')], 

où les quantités A et B sont des polynômes ordonnés suivant les puissances 
des quatre quantités e 9 e', y, ^ qui contiennent tous en facteur 1, i\ 1", 

i"\ £ IV désignent des nombres entiers positifs ou négatifs. On trouvera ce déve- 
loppement dans le Tome XXVIII des Mémoires de r Académie des Sciences, 
p. 33-54 ( 1 ) ; il se compose de 324 termes, y compris les deux termes ajoutés 
plus tard (p. 883). On peut donner quelques indications sur l'ordre de A, à la 
seule inspection des coefficients 1, 1', . . . qui figurent dans l'expression de l'ar- 
gument de la formule (10). Soient, en effet, £ et ^ les longitudes moyennes 
de la Lune et du Soleil, gt et gj' les longitudes des périgées, $ la. longitude du 
nœud de la Lune; on aura 



(') La théorie do Delaunay remplit entièrement les Tomes XXVIll et XXIX. 
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et l'argument deviendra 

La somme algébrique des coefficients de gt, ft, £ et gj' doit être nulle; 
donc i ,T — i". D'après ce qu'on sait (t. I, n° 123, p. 3o6 ), les exposants de e, 
Y et e dans A seront égaux à 

plus des nombres pairs ; 

i" — i' devra être pair; B ne contiendra que des puissances paires de e> e' et y. 
Il sera encore nécessaire d'avoir les expressions de la longitude V et de la 

latitude U, ainsi que de y qui, multiplié par le rayon terrestre équatorial, 

donnera la parallaxe équatoriale de la Lune. Les formules (4) donnent 

V — h — v — tang* - sin 2 v -h - tang* - sin 4 v — • . . , 

2 2 2 

U — \ U 8 -+- . . . — sin « sin ^, U = sin * sin v -h i sin 5 *' sin* e -+- 

o o 

On trouvera ainsi aisément des expressions de la forme 

Y — h -h g-}- l -t- ^ ^ sin (a/ 4- (3#), 

(11) / u= 2 à x ' sïn («' l + P^> 

2 cos ol" L 



1 

r 



Enfin nous écrirons le développement (10) comme il suit 

(12) R=-B-^A cos(*7 -h i'g 4- i'h -h i" rit -4- g), 

en désignant par q une constante et par ri le moyen mouvement du Soleil. 

En appliquant la quatrième des formules (6), on rencontrerait un grave 
inconvénient. Considérons, en effet, l'équation 

de ôR 

dt " âC ' 

a étant une fonction de G, il en est de même de n\ par suite, la dérivée ^ se 

composera de deux parties, l'une obtenue en faisant varier C dans le 

terme non périodique B et dans les coefficients A, l'autre obtenue en faisant 
varier C dans / et tenant compte de / = n(t 4- c). On aura donc 
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On voit que le temps sortirait des signes sinus dans toute une série de termes. 
Pour éviter cet inconvénient, on introduit / au lieu de c; on a 

dl de , x dn dC dR dn dR 

dt dt K } dC dt dC K ' dC de 

En remplaçant ^ par sa valeur (1 3) et ^ par ^ x n 9 il y a une réduction, 
et il reste 

dl fâR\ dC <m 

di = n " n {dc) 9 dï= n -àï- 

L'inconvénient en question n'existe plus; seulement les équations précédentes 
* n'ont plus exactement la forme canonique. Posons 

- - = dL — -^-z da — du. — ddu.a 9 L — vu a ; 
n 2 na* 2 y/ a 

les formules (14) deviendront 



d[ dn dL _ di\ 

dt n âC dt ~ dl 



Soit enfin 



4 

on aura 



R -h ^- — R ' ; 
2a 



dW _<m u_ da_àR_ __<M 

dL ~~ OL 2« s dL ~~ dL n ~~ dt' 

et il viendra finalement, en supprimant l'accent de R, 



(A) 



dL 




dl _ 




dt 


~ dl' 


dt ~~ 


dï 


dG 


<m 






dl 




dt ~ 




dll 




dh 




dt 




dt ~ 


dll' 



R = — 4- m' 1 - JJ 



1 



./ 



| L=z\/u.a, G = y/ua(i — e a ), H = \/pa(i — e*) cosi, 
i L* G 1 H 



# = distance du périgée au nœud, 
h — longitude du nœud ascendant, 
— anomalie moyenne. 
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On remarquera que, dans la formule (12J. les coefficients A, ainsi que la 
partie B, dépendent seulement des variables L, G, H; quant aux variables con- 
juguées, /, g, h, elles figurent uniquement dans les arguments et sous forme 
linéaire. 

Voici le développement de R, en conservant seulement les quantités du qua- 
trième ordre et quelques-unes du cinquième : 

u , à 1 f 1 3 _ 3 . 3 / 1 3 , A . 3 , 



R^- r f m 
2a 



'~t* \j — o-e 2 ~r- l^' 1 — e (-■ je'*) cos/+ 7 er'cos/' 

a'* [_4 2 '8 8 \2 4 / 4 







1 ''i 3 

— 5 e* cosa/- 7 ee'cos(/ 4- /') — j ee' cos(/— /') 4- COS2/' 

/3 3 i5 1 5 \ 
t- f ^ — ^ y* - -g- e 1 g-e' 1 J cos(2/-h 2#4-2/i — 2/'— 2g'-~ 2h f ) 

3 

— 5 e'cos(2/ 4- 2#4~ 2 h — /' — 2g' — 2/1') 

o 

2 I 

Q e'cos(2/-h 2^ 4- 2/1 — 3/'- zg' — 2//') 

o 

- C ^7 — COS(/ + 2^+îA-2/' 2#'-- 2/i' , 

/ 3 1 5 v 
5i 

4- -ifC" C0S(2/ 4- 2g- 4- 2h 4^'— 2^'— 2/*') 
o 

-H COS(/ 4- 2g 4- 2/l — /' — 2g 1 — 2/l') 

o 

63 

— - - ee' cos(/4- 2g -+- 2I1 — 3/'-- 2g' — 2I1') 
3 

— - ee' cos(3/ 4- 2g -h 2 h — /'-• 2 g' — 2 h') 

o 

2 1 

4- 7T ee' cos(3/ 4- 2g 4- 2^ — 3/' — 2#'— 2/*') 

o 
I D 

H -rr e 1 C0S(2g 4" 2 /i — 2/' — 2 g — a/*' ) 
o 

3 3 

4- vC 1 C0S(4^ 4- 2 g 4- 2 h — i/' — 2 g' — 2h') 4- - y 1 C0S(2/4 2#) 
H 2 

3 3 a 

4- -y , C0S(2/'4-2/l / 4-2# / — 2/l) 4-~ — C0S(/4-^4-A— — h') 



4- g £cos(3/4-3# 4-3A-3/'— 3^'— 3rt')J 



90. Étude générale d'une opération élémentaire. — Delaunay considère 
à part l'un des termes périodiques, en posant 

(16) -Acos(iÏ4W'^-w'A-W"/i'*-hç) — B-+-R1, 
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R, désignant l'ensemble des autres termes périodiques, et il montre que, en 
négligeant d'abord R,, on peut intégrer rigoureusement les équations (a). Nous 
aurons donc pour le moment 

(17) R — R =- - A cos6 - B, 6 z= il h i'g i*h 4- i m ril + q. 

J'ai remarqué dans ma Thèse de Doctorat {Journal de Liouville, 1868), que 
l'on pouvait effectuer cette intégration par la méthode de Jacobi, et qu'il en 
résultait certains avantages pour la suite de la théorie. Je vais donc modifier 
dans ce sens l'exposition de Delaunay. On sait (t. I, Introduction, n° 6) que, 
pour intégrer les équations (À) dans lesquelles R a la valeur (17), il suffit de 
considérer l'équation aux dérivées partielles 

(18) _ | ._B-Aco8^ 5E + «' 5g + t ' 5H +«'»'<+^ = o 

et d'en trouver une solution renfermant trois constantes arbitraires, en dehors 
de celle que l'on peut ajouter directement à S. Il est indispensable de se rap- 
peler que A et B sont des fonctions connues de L, G et H. L'équation (18) con- 
tient / explicitement, mais sous une forme simple; on peut le faire disparaître 
en prenant 

(19) S— Lt 'L-f-S, 

C désignant une constante arbitraire et S' une fonction de L, G, H qui ne 
renferme plus / explicitement. On aura 



et l'équation (18) deviendra 



C .- n'L — B — A cos ( 1 -jz — h 1 -57,- -h *' - lT? = o 

1 \ ÔL ou o\\ 



ou bien 



.dS' ..âS' .,d& C-B, 
( 2o) i dL + i" m ^ arc cos - À - , 

en faisant 



(21) B, = B -h -r n'L. 
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Le second membre de l'équation (20) est maintenant une fonction connue de 
L, G, H et de la constante C; il suffit donc de trouver une solution de cette 
équation avec deux nouvelles constantes arbitraires. 

Au lieu des variables G et H, introduisons-en deux nouvelles, (G) et (H), 
définies par les relations 

(22) G=U+(G), H=^L-t-(H), 

1 t 

et désignons par (^-^ la dérivée de S' par rapport à L, après qu'on aura fait 
la substitution (22); nous aurons 

\dL J ~ dL + i dG + i dU' 

d&_ dS' dS' _ dS' 
( ' dG ~ à(G) ' dH~d(Uy 

et l'équation (20) deviendra 

./dS'\ C-B, 

Le second membre est maintenant une fonction connue de C et des variables 
L, (G) et (H); le premier membre ne contient que la dérivée 0° aura 

donc S' en ajoutant à l'intégrale 



C - B t dL 
arccos — ^ — - -:- 



une fonction arbitraire de (G) et (H); nous prendrons pour cette fonction 
(g) (G) ■+- (h) (H), (g) et (h) désignant deux constantes arbitraires. Nous 
aurons donc 

(2/J) 8'= y arccos ^=-^ + (g) (G) h- (h) (H). 

Faisons 

arc cos^^i 2£ .-- K [L, (G), (H), C], 
et nous aurons, en nous reportant aux formules (19), (22), (24) et (2.5), 

j S = C*- ' V t <+y L + K(L,G-yL, H- £ L, C 
(26) I ' . ./ ' 

+ («-)(g-^l) + (A)(h-Çl) 
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C'est l'intégrale complète que l'an cherchait pour l'équation (18); elle contient 
les trois constantes arbitraires C, (g) et (h). D'après le théorème de Jacobi, les 
intégrales des équations (a) seront données par les formules 

dL ~ ' àG ~ e% àH ~ ' 

(27) { 

— — const. — — c, -x- — r - - const., -rrr^ = const. 

d(#) à{h) 

On a d'ailleurs, en ayant égard aux relations (22), 

,28 > ^r=tt-^L = (G) f ^r=H-CLr- (H); 

ainsi (G) et (H) sont des constantes. On a ensuite 



àK 

OG ~ (8} h d(G) ~ *' 
<M = ^ ) + d(Tf)- 

<>l _ ~" r + i)L 1 i(G) < <j(H) t (é,) f W ~ ' 

d'où 

1/ 4- 4- i 'h -h l'^/i'/ h- <? = 1 -rr — arc cos ■ — ; — - • 
oL A 

Voici donc l'ensemble des formules auxquelles nous sommes conduit : il 
s'agissait d'intégrer les équations 



(I) 



dL 


dR 


dt 




dl 


- dl ' 


dt 


~ "dL ' 


dÇ, 




àg . 




dl 




dt 


~ 1G' 


<m 




dh 




dt 


~~ 'ÙF' 


dl ~~ 


OU' 



(II ) R — — B — A cos0, 9 -= ïg -4- i"h -f- vnt 7, 

On aura 

(III) Bj — B l- vn'L, 

(IV) Ht -'rL-t-(G). H — L -t- (II). 
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et 



(V) K-J* arccos— ^ ^ — K [L, (G), (H), C], 

(VI) - c) = g. g = (g) + «- , * = (A) + 
(VII ) 1/ -f- i> -h i'/i -h i'n't -+-? = ixr = arc cos ^±Z^1 . 

La première des formules (VI) donnera L en fonction de / et des quatre con- 
stantes C, (G), (H) et c; les relations (IV) feront connaître G et H à l'aide des 
mêmes quantités. La deuxième et la troisième des équations (VI) fourniront les 
expressions de g et h en fonction des quantités précédentes et des constantes (g) 
et (A); enfin (VII) donnera /. On aura donc finalement les six inconnues L, G, 
H, /, g, h, en fonction de l et des six constantes arbitraires C, (G), (H), c, (g) 
et (h). Si Ton se reporte à l'expression (26) de S, aux formules (27) et (28), 
ainsi qu'à la théorie générale de Jacobi, on verra que les constantes canoniques 
associées deux à deux sont 

, . j «i = C, a 2 — (#), a s — (A), 

29 l(3i=-c f Pt=(G), P, = (H). 

Remarque. — L'équation (VII) donne 

• ff 

(VIII) A cos0 = ACOS0 + B-+- ~n'L — C; 

c'est une intégrale des équations (I). 
91 . Étude de la solution précédente. — Les formules (V) et (VI) donnent 

(3o) t + c=\ f dL 

' J s/A} — (C— B,)* 

On sait que a varie entre certaines limites; il en est donc de même de L — 

qui doit osciller entre deux limites £ et ^ qui seront nécessairement racines de 

l'équation 

(3a) A 1 — (C-Bi) 8 — o. 



Pour L = on peut prendre / + c-o; L augmente à partir de £ jusqu'à ^" 
T. - III. 25 
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Nous désignerons par ^- la valeur correspondante de / h- c; donc 

(33) • £=,1 r c ^ === . 

9 o v'A»— (G-B,) s 

L doit maintenant décroître pour que le radical reste réel, et ce radical, qui 
vient de s'annuler, doit changer de signe pour que dt reste positif. Lorsque L 
décroît de £" à l'élément différentiel reprend les mêmes valeurs et t-hc 

augmente encore de de manière que /+c augmente de y- quand L repasse 

par On voit ainsi qu'à une même valeur de L correspondent une infinité de 
valeurs de / -+■ c, comprises dans la série 

27T m t\TZ 
t-hC, < + C+ T ) 

Donc L est une fonction périodique de o (/ c) à période 2iz. On voit aussi 
que, dans le cours d'une période, L repasse deux fois par la même valeur et que 
les valeurs correspondantes de ô (/-+- c) sont de la forme 2u±a; donc L doit 
rester le même quand on, change le signe de 6 (/ -h c). On en conclut que la 
valeur de L peut être développée en une série convergente de la forme 

(34) L = L 4- L, cos0 o (f + c)+L| cos2 o (f -+- c) -h. . . ; 

o , L , L,, L 2 , ... seront des fonctions des constantes C, (G) et (H). En substi- 
tuant cette valeur de L dans les formules (IV), on aura pour G et H des déve- 
loppements de même forme, avec des relations simples entre les coefficients 
G^, H,, et L p . La substitution de la même valeur de L dans la formule (3i), où 
l'intégrale peut être supposée avoir pour limite inférieure donnera pour l'élé- 
ment différentiel une expression de la forme (34); on aura, en intégrant, 

g~- (g) +go(t + c) sin0 o (f-h c) 4-# t sin2 o (*-+-c) -h. . . ; 

A aura un développement analogue. Les formules (VIII) et (3o) donnent d'ail- 
leurs 

dS _ i fdBr C — B, dAWL .(dft x C-B t ^A\ 



) dt ~ \ ÔL ' 



dt V /^2_(C — B7) 1 \àL A ÔLJ dt \àL ' A ÔL)' 

en remplaçant L par son développement (34) et intégrant, on trouvera pour 
une expression de la forme 

=zi 0' o 4- 91 (t -h c) -h 0, sin 9 {t -h c) -h 0, sin 2 O (/ 4- c) -f- . . . . 



7T 

Mais on a vu que, pour / + c = o ou t-> l'équation ( 32) est vérifiée, et elle en- 
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traîne sinO = o. On peut prendre o et ir pour les valeurs correspondantes de 6, 
et il en résulte 

ff 9 = o, BI--.9,, 
6 — 9 (t -h c) h- 0t sin0 o (*+- c) ■+■ 2 sin2 o (* c) -+- 

Enfin la formule 

il i' g i»a -h i ,- V* + 7 - fl 

donnera /. Voici donc, en somme, la forme des développements en séries de 
la solution obtenue : 

. L = L -f- Li cos0 o (/ +- c) + L, cos20 o (J -h c) , 
(IX) \ G = G t-G,cos0 o (* + c) -t- G t cos2 o ('H- c) -f- 



f H = H -4- Ri cos0 o (/ -h c) h- H s cosa6 (' -+- c) 

j — o (j -h c) -h 0! sin0 o (' -f- c) -t- 0j sin20 o (* -+- c) -\- . . . , 
\ g = (g) +- <ToC 4- •+■ ^, sin0 o (/ h- c) -h sin20 o (^ -h- c) -f- . . . , 
(X) ' h — (h) 4- h (t -h c) -h A, sin0 o (* -h c) 4- A s sin2 o (' ■** 6> ) 



• • • « 



/ — (/) -h / (£ -h c) — /i'/ --h /j sin0 o (* -f- c) -h /, sin20 o (* + c)+.... 

g P > h p , l p , L py G,,, sont des fonctions des constantes C, (G) et (H); (/) 
dépend de (g) et de (h). On a, en somme, les relations suivantes : 

G =yL -MG), H =~L +(H), - 

î ' î " 

{jp~ -j Lp, H^rz —r Lp, 

(XI) 

_ 9 P -i'g P -i 'h p 

Ip . 9 

i<( g )+i»(h)+ q 

(/) = 

92. Variation des arbitraires. — Nous aurions dû intégrer les équa- 
tions (A) en y prenant R = R 4- R, ; au lieu de le faire, nous avons pris sim- 
plement R = R et nous avons obtenu, dans ce cas, les expressions (IX) et (X) 
des inconnues L, G, H, /, g, h en fonction de / et des six constantes arbitraires 
C, (G), (H), c, (g), (h). Pour tenir compte de R <t nous conserverons les 
mêmes expressions analytiques, mais en regardant les constantes comme va- 
riables. Nous pourrons former immédiatement les équations différentielles 
dont dépendent ces nouvelles variables, parce que nous avons suivi la méthode 
de Hamilton-Jacobi. Nous pouvons appliquer les formules (8) de la page 162 du 
Tome I, en remarquant que ce qui avait été désigné alors par R doit être rem- 



1 
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placé maintenant par R,. Si nous tenons compte des relations (29), nous trou 
verons immédiatement 



(?) 



dC 




de _ 


«m, 


dt 


- de' 


dt 










dR, 


dt 


~à(g)' 


dt ' 


à{ti)' 


rf(ll) 




rf CO ... 


<JR, 


dt 




dt 


d(H) 



Ri doit maintenant être considéré comme une fonction de /, C, (G), (11), c, 
(g), (h) que l'on obtiendra en substituant les expressions (IX) et (X) dans la 
valeur primitive de R,, qui dépendait de /, L, G, H, /, g % /i, 

R t -- — cos ( 1 ' 1 'i'» '1^ 4 " *i n t _f ~ " A| cos&1 ' 

On réduira d'abord /, g, h dans l'argument & M L, G, H dans le coefficient A,, 
à leurs valeurs non périodiques. 



(/) + /oU + c)--t /l'f, (£) + #o('-*-c) f (/')"+- /'q('^c), Lo, Go, H , 

ce qui donnera le terme 

A^cos^V». 

On appliquera ensuite la formule de Taylor en attribuant a L , G , H , & l f 0) 
leurs accroissements 

L! COS9 (' + C) H-L, COS20 o (j + c)-f 



(i\ /, 4- i*;^ -h i"|7*i) sinÔ (/ 4- c) -f- (/, /j 4- ■+- i'|7«i) sin20 o (/ 4- c) -, 

On verra aisément que, tout compte fait, le développement sera de la forme 

l Ri= — ^Atcosa, 

(35) ' avec 

A 2 est une fonction des variables C, (G) et (H); c, (g), (A) entrent sous forme 
linéaire dans Sr 2 , et le coefficient de l -+- c, qui figure dans cet argument, est 
une fonction de C, (G) et (H); / désigne un nombre entier. 

Cela posé, si Ton appliquait immédiatement les équations (p) avec la va- 
leur (3~>) de R,, on ferait sortir le temps des signes sinus, en formant les déri- 
vées ^> ^H)' d'après ce que Ton a dit du coefficient de / -+- c dans £ 2 . 
C'est là un grave inconvénient qu'il faut éviter à tout prix. 
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93. Proposition auxiliaire. — On y arrive en démontrant un lemme im- 
portant relatif à la solution représentée par les formules (IX) et (X). Nous 
revenons en arrière, pour un moment, et nous considérons C, (G), (H), c, 
(g) et (h) comme des constantes. L'intégrale 

(36) K .- j ^arccos-—-? 1 ^-^ j*QdL 

est une fonction de L, C, (G) et (H). Si nous remplaçons L par sa valeur (IX), 
K deviendra une fonction de t -\- c, C, (G) et (H); seulement, comme les coeffi- 
cients L p contiennent les quantités C, (G) et (H), les dérivées partielles de K 
par rapport à C, (G) et (H) ne seront pas les mêmes avant et après la substitu- 
tion. Soient 



[OKI I OK 1 [ oNK] 
U'J' l.^(G) J ' [o(H)\ 9 



leurs nouvelles valeurs. Nous aurons, par exemple, 



V0K1 _ 0¥ 
l'àC J ~ ÔQ 



OK OK OL 

OC OL OC 



,. , , . OK 6 

d ou, en remplaçant ^j- par -. 



OK r^K] _0 OL 
~ôC ~ [oc\ i OC* 

JK_ [JK1 JL^ 
OK I OK 1 6 OL 



I OK 1 __ 6 
I0{ïi)j i 



0(H) — [_0{\\)\ i e?(H)' 



ou encore, en vertu des relations (VI), 



t -4- C -+- 



[~0C] l OC ~°' 



(3 7 ) \ - 8+ (g) + [^] - 7 ^ - o, 

, /lx f OK 1 6 „ 



OL 

e âL^ 

0(11) 



Nous allons remplacer dans ces équations K et L par leurs développements 
en séries et chercher les coefficients de / 4- c dans les premiers membres; nous 
pourrons les égaler à zéro, comme nous le montrerons plus loin. La première 
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des formules (IX) nous donne d'abord 

dL 

— = — O [Lj s\nd (t 4- c) 4- 2L, sin2 o (* 4- c) 4-. . .]. 

Multiplions par le développement (X) de et mettons en évidence le terme 
constant du produit; nous trouverons 

des termes en {t 4- c) sin p9 (t 4- c j 
des termes en cosp9 (t 4- o. 

D'où, en intégrant et tenant compte de la relation (36), 

( K^r- ^(L 1 1 4-2L t t 4-3L 3 â 4-...)(' ^c) 

v ; 1 des termes en (t 4- c) cos/>0 o (/ 4- r) 

des termes en sin p9 (t 4- c) ; 

il n'y a pas de constante à ajouter, car K s'annule avec / 4- c. On a d'ailleurs, 
en partant de (IX), 

dL dh 9 ôL x n . . dLt r . J 
JC = ~dC + dC C0S9<,(< + C) + C0S2 *<>(< + c) + . . . 

(3 9 ) — L,(* 4- c) ^?sin0 o (* -h c) — 2L t (* 4- c)^y sin2 o (* -4- c) — 

i . • • • 



y à (il) ~ à (G) ' d(H)""d(H) 

Si l'on substitue dans (37) les valeurs de [dT^T)]' [sTH)]' conc ' ues 

de (38), les expressions (X) de 0, g et h, et enfin les valeurs (3g), et qu'on 
égale à zéro les coefficients de t 4- c, on trouvera, en supprimant deux termes 

en -r^ > ou -î7 # TT> ou -rrrïT' Q UI se détruisent, 

l = 7 [LoH ^^0,4-2^0^ 3L,0 3 4-...)], 

~ *° = 7 [ L * + 01 4 " 2 L 2 f 4- 3 L 3 3 4- . . . )] , 



h °- i ô(\\) 



|l H- ^ (Lj 0, 4- 2 Lj 0,4- 3L 3 :i 4- . . . ) J 



ou encore 
(4o) 



1 _ dA _ £0 _ /r _ dA 
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en posant 

( ii) A - j j^L -i ^lL,fl 1 -t-aL t fl l -h3L,8 1 H-...)'j- 

Ce sont les relations que nous voulions obtenir et qui vont nous être très 
utiles. 

Remarque. — Nous nous sommes appuyé sur le principe suivant : 
Si l'équation 

«Ao X -h Xi X COSJ" -H ftlf>! XZQS1X -\- . . . 

-t-ilK, sin.r -h all>j sin 2x -h . . . = o 

doit avoir lieu quel que soit x, on doit avoir X = o. On le démontre en mul- 
tipliant par dx et intégrant entre o et 2ir, car il vient alors 



X dx — O, e.\j> ~ : O. 

«■ o 



On démontrerait aussi aisément que l'on doit avoir 

«An — : eAoj — ... — o, itKj — ilHj — . . . = o ; 

mais ces relations ne nous seront pas utiles. 

94. Introduction de nouvelles arbitraires. — Au lieu de C, (G), (H), 
nous introduirons les arbitraires L\ G' et H' définies par les formules 

(42) A_ 4L', (G)=G'-^L', (H)^H' - Cl', 

i £ / 

que Ton peut écrire comme il suit, en ayant égard à la formule (4i) et aux 
relations (XI), 

L' L -h -(L, 9, -h 2L,Ô t -+-3L,6 3 -h. . .), 

(43) { G' = G H- -(G 1 9 1 -h2G f i 4-6G J ^-+-...), 

H'=e.- l -i(H l 9 1+ aH i 9 i + 3H,9, + ...). 

Ces équations détermineront les quantités C, (G) et (H) en fonction de L', G', H'. 
Les formules (4o) donnent 
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d'où, en remplaçant dA, d(G) et d(E) par leurs valeurs tirées de (4^), 

dC = j ( % - ïg - i"h ) dL' 4- dG' -h h dH 9 

ou encore 

dC^l dL' + g </G' + A 9 rfH'; 

ce qui montre que, lorsqu'on considère C comme une fonction de F/, G' et H\ 
on a 

.,, dC _ . dC _ dC _ . 



Nous introduirons en second lieu, à la place de c, (#)et(A), trois variables 
X, x, Y) représentant les parties non périodiques des expressions (X) de /, g, 
h 9 savoir 

l x = (éT) c), n-- (h) -/j (/ + c), 
( ' I •k=-? f -j(g)- l - 7 (h) + l (t + c)-- r n't. 

Cette introduction de X, x, y; est bien naturelle, d'après l'expression (35) de 
l'argument & 2 . Il s'agit maintenant de former les équations différentielles que 
doivent vérifier les nouvelles variables L', G', H', X, x, rj. 

On tire d'abord de (45) 

dR x dR x *' dR x dR x dR x Î" àR x 



à(g) ôa i dl 3 d(h) ~ dn i dl 9 

dR x dR x dR x ÔR X 

de "-^-gk+S'-dï ~&n ' 

On a ensuite, en tenant compte de ces résultats, des équations (|3) et de (42 ) 
el (44), 



dR x 
à (g) 


d(G) 
dt 


diV 
dt 


i' dL' dR x 
i dt ejx 


• 

1 


«m, 

~dï' 




dR x 
d(h) 


_d(U) 
dt 


dW 

~~ dt 


1" dV _ dR x 
i dt dr\ 


• 

< 






dR x 
de 


_ dC 
~~ dt 


. dL' 
~ '° dt 


dG' . 


dll' 

dt ~ 


. àR t 

- to dl ' 


^ à, 



, t àR x 



d'où 



dG' dR> i' 1 dV ÔR, 

dt dx i\dt dl ' °' 

dW dR x i"(dl! dR x 

dt dt\ 



i" (dL' _ dR x \ _ 
i\dt dl )~ °' 



go 



(dG' dRi\ . (dW dR x \ , ( dV dR x \ 
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ce qui donne 

//<îx d\J dR, dCj f dR, dR' dR, 

m dt "dX = °' dT d* °' ~dï °- 

La première des formules (45) donne ensuite 



dt" dt 00 v v ' ^ 



~^°~~d(G) 00 dC ~* ^ ' \<)L' dt ' d(Y dt ' âll dt J 

ou, en tenant compte de (4^)» 

U7; dt~ h * d(G) 00 dC 'VdL' <». * àn )' 

Lorsque R, sera exprimé a l'aide de L', G', H\ A, x, r Jf comme on le montrera 
bientôt, 

L', G', H' ne figureront explicitement que dans les coefficients A 2 ; la dérivée 
par exemple, sera prise en faisant varier G' dans les A 2 . Mais on peut 
avoir une autre expression de cette dérivée en remarquant que 

dR, dC d\\ L d(G) 
dC~ àiï' h d(G) dG' 

représenterait la dérivée de R < prise par rapport à G', en faisant varier G' à la 
fois dans les coefficients A 2 et dans les quantités /„, g , h qui, d'après les 
relations (4 ; 5)> figurent dans les arguments 2r 2 . Il faut donc retrancher de l'ex- 
pression précédente 

dl^ dR, à* dR, dn 

ôl dG' + dx dG' "do dG' f 

ce qui donne, en remarquant que, d'après (42 ), = 1 et que ^ = g Q9 

dR, dR, , M ± _ ( ^ ^ dRi à*. dR,dM 

dG' ~ 8% dC n " d(G) ^^ C) \ dl dG' dx dG' dn dG'/ 

Si l'on ajoute cette valeur de ^ à l'expression (47) de ^> on trouve, après 
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réduction. 
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Le coefficient de / -h c est nul, d'après (44). et il reste 

dt ~ go ~ dG' 9 



(48) ' et de même 

dn dRi 
dt dli' 



Le calcul est le même aussi pour il y a toutefois une légère différence 
dans le résultat final. On trouve 

<a r , r cm, i* cm, . <m, 

S* " i n r i à(G) "'' i à (II) OC 



<m, <m, i' t)R, *" <m, 



( t + c) ( — 1 d/ « • ^ ^° - <,R ' dh ^- 



âl dL' à* dL' àn 



?r) dL'J' 



en ajoutant, il vient 



(4 9 ) . 5Z = / o-7 ,l -c>L'- 

Les formules (46). (48) et (4q) résolvent la question; toutefois, pour rame- 
ner la forme canonique, il reste un dernier petit changement à faire en posant 

(50) R,- C-f- Cn'L'—R'. 

i 

On trouve, en introduisant R' au lieu de R,, 



dt ~ ÔV OU ~ ~ OU 

On a d'ailleurs 

djV cm, 

01 ~~ âl 3 
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il vient ainsi 



(5i) 



dL' 




dl _ 


àR! 


dt 




dt ~ 


du 9 


dG f 


ôr' 


dx 


ÔR' 


dt 




dt ~~~ 


à(i' J 


dR' 


dW 


df\ 


àR' 


dt 


~ H' 


dt~~~ 


ÔH' 



Pour nous rendre compte de la forme de l'expression de R' en fonction de / 
et des nouvelles variables L', G', H', X, x, r), nous remarquerons que, 8 (/ + c) 
étant la partie non périodique de 8 = il V g -h i"h h- i m n't -t- q 9 on a 

(52) 9 (t -f- c) = a -h l'x -h i"n -h i'n't-h g. 

On pourra remplacer o (/ + c) par cette valeur dans les formules (IX) et (X), 
et aussi dans les formules (35), qui donneront 

R,r_— 2 A i cos3r i> 

&, = (i, ± ij) i + ( i\ ± i'j) x +- (17 ± t 'V) ti -h fV) a'/ + * ± «/ 

ou bien 

= i t X -h x -h r) n r t -\- q x . 

On voit bien maintenant que, en formant dans les équations (5i) les déri- 

, dR' dW dR' . # . , . . . . 

vees > -^-> le temps ne sortira plus des signes sinus et cosinus, car la 

différence R' — R, qui, d'après la formule (5o) f est égale à 

i m 

~/i'L-C, 

se réduit à une fonction de L', G' et H'. 

11 est important de remarquer que, dans la solution du problème restreint, 

les différences L — L' h — rj s'annulent quand on suppose égal à zéro le 

coefficient À du terme périodique AcosO considéré. En effet, les formules (I) 
et (II) donnent alors 

dL _ dl_dB t 
dt ~°" dt ~ dL 1 

on en conclut que L, G, H, ~> ^ sont constants. Donc les quantités /, g, 

h sont égales à leurs parties non périodiques, c'est-à-dire à X, x, Y). D'autre 
part, les formules (IX) donnent 
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après quoi les relations (43) montrent qu'il en résulte 



L — L', G ni G', H H'. 

95. Autre démonstration. — On peut arriver aux formules de Delaunay 
par une autre voie, comme Ta montré M. Radau {Bulletin astronomique, t. IX, 
p. 336); nous nous contenterons d'indiquer ici, en quelques mots, le principe 
de cette démonstration. 

Pour passer d'un système d'éléments canoniques a,, b t à un autre a,, [3/, il 
suffit, d'après Jacobi, de prendre pour les a, des fonctions des a, et de faire 

Un cas particulier est celui des relations linéaires qui satisfont à la condition 
a, b t -f- a 2 b 2 -f . . . = a, (3, -h a 2 [î 2 -h . . . , par exemple 

(T) j «t="-«t» Pi — />s^i-+- 

où /> 2 , /? 8 sont des coefficients numériques. Mais l'on peut aussi prendre 
pour ces coefficients des fonctions des a { , en mettant à la place de la première 
relation (V) la suivante 

( 11* ) da x =. p i doL l -^- p t d<x t -h p z doi z . 

En faisant/?., =p i = o f on voitqu'il sera permis de remplacerai, b s para^y^a,) 

doi 

et (3, =-.- ^« C'est ainsi que nous avons remplacé C et / -f- c par L = /(C) et 

dÇà 

1= (t h- c )^l* Notons enfin qu'on peut mettre b à --hpt-\- q à la place de en 

remplaçant R par R — />a i ; c'est ainsi que, plus haut, / -+- c etR — C ont remplacé 
c et R. On arrive donc, en premier lieu, au système canonique L, G, H, /, g, h. 

Ne prenons, dans R, que les termes qui dépendent de L, G, H et de l'argu- 
ment = il -+- V g -+- i"A-h pt -h q. Les formules (T) montrent qu'on peut 
remplacer l'élément / par 6 en gardant g, h et en remplaçant L, G, H par les 
nouveaux éléments 0, (G), (H) déterminés comme il suit: 

L~/0, fi-t'8+(G), H re-h(H), 

pourvu qu'on remplace aussi R par R — p®. Comme la fonction R ne renferme 
plus g, h, les éléments (G), (H) sont des constantes : il ne reste que deux va- 
riables 0, liées par l'intégrale R = const. ou R + C = o. Les équations cano- 
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niques sont dès lors intégrables par des quadratures qui introduisent les nou- 
velles constantes c, (g), (h). 

L'équation R + C = o étant différentiée par rapport aux constantes (sous le 
signe S) et les dérivées de R remplacées par leurs valeurs, il vient 

(IIP) dtàC^-dSd9-hd9d&-]-d#d{G) h dhd(H). 

Si nous supposons exprimé en fonction de la variable indépendante 6 et des 
constantes C, (G), (H), nous aurons $0 = o, et, en posant 



K^r Ç ddS (lim. inf. = o), 



on obtient immédiatement les relations (VI) de la page 193, qui permettent 
d'exprimer /, g, h par les dérivées partielles de K. 

En supposant et exprimés par les six constantes C, (G ), (H), c, (g), (h), 
l'équation (HT) devient une identité. Or nous avons vu que les intégrales (VI ) 
conduisent à des développements qui dépendent d'un argument t --= o (t -h c) 
et dont les coefficients sont, comme o , des fonctions de L, (G). (H) ; ces déve- 
loppements ont la forme 

= t -h 0, sinr ■+■ t sin2r -h. . . , r 9 (t -+- c) , 

/ — ï /, sinr -î / s sinar-4- . . . , X — (/) -4- /„ (t -h c) . 



d9 

% 8 -t- Bj cost -+-. . . 8^ ~ A -f- A t cost -h. . . , 

où A = o -f- -(9i 0i H- 20 2 2 h- . . En ne considérant que les termes non 
périodiques, on trouve qu'on aura 



dt de 

et (IIP) devient 



6S-~ie=.9 dA , 



Cette relation, rapprochée de (II*), montre que, lorsqu'il s'agit de procéder à 
la variation des constantes, on peut remplacer C par A , en gardant (G), (H) et 
remplaçant / h- c, (g), (h) par les éléments 

t -0 o (/h-c), x = go{t + c) -+- {g), r\ — h (t + c)-h(h). 

Enfin les formules (T) montrent qu'on peut également adopter le système L\ 
G', H', X, x, y], qui se déduit du précédent comme il suit : 

L' —■ i A t = iX h- i'* -h «"r) -h pt -h q, 

G' = ï'A +(G), x^=x, 
H'- i"A ~h(H), -n^tî, 
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en ajoutant à R, le terme -f-/>À . 11 est facile de voir que ces formules coïncident 
avec les formules finales de Delaunay. 

96. Résumé des formules. — Le moment est venu de saisir dans une vue 
d'ensemble tous les calculs précédents. 
On avait à intégrer les équations 



(A) 



dL 


ÔR 


dl 


àR 


dt ~~ 


di' 


dt ~~ 


ÔL' 


dG 


âR 


àg _ 


ÔR 


dt ~ 


àY 


dt ~ 




dH _ 


àR 


à h 


dR 


dt ~ 


dh' 


dt ~~ 


W 


Ko- 


-B- 


- A cosô, 




i /-+- 


ï g + 


i" h -h i'n' 






i\8 + 


r x h-ri"n' 





où l'on avait 

R = R + R,, R — — B -- A cos9, R, r-_ — >^A, cosS, , 

(B) 1 



On a intégré rigoureusement les équations (A ) obtenues en remplaçant 
dans (A) R par R ; dans la pratique, on pourra suivre, au lieu de la méthode 
indiquée, tel procédé que Ton voudra, pourvu que Ton introduise six con- 
stantes arbitraires. On développera les expressions de /, g, h, qui se compose- 
ront chacune d'une partie non périodique et d'une série de sinus. On désignera 
les parties non périodiques par X, x, rj, et Ton aura, quelle que soit la voie 
suivie (*). 



(C) 




C 1 ) Les expressions suivantes de L, G, H, /, g, // s'obtiennent en remplaçant, dans (IX) et (X), 
M t — c) par sa valeur (5a). 
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Ou posera les équations 



L' L + - (Lj Qi -4- aL 2 0,-f-. . .)> 

(D) \ G' = G -f- ; (Gt^-HaG,^^-...)» 

H'-H,+ f iH.0,-1- jH,0, -;-...). 

qui déterminent en fonction de L', G' et H' les constantes C, (G), (H) ou leurs 
équivalentes, de telle sorte que les formules (C) et (D) donneront finalement 
les expressions de L, G, H, /, g et h en fonction du temps et des six quantités 
L', G', H', X, x, rj. 

On aura une vérification importante de l'ensemble des calculs par l'équa- 
tion 

(E) B-h 1 . n'L -t- Acos0= G, 

dont le premier membre devra se réduire, après les substitutions (C), à une 
simple fonction de L', G' et H'. 

Cela posé, pour intégrer les équations (A), il n'y aura qu'à conserver les 
expressions précédentes de L, G, H, /, g 9 h en fonction de / et des six quantités 
L', G', H', X, x, y), pourvu qu'on détermine les nouvelles variables par tes 
équations 



(F) 



où l'on a 



(K) 



dU 


dR' 


d), 


d\V 


dt ~ 




dt 


-~ dL ' 


dG' 


dW 


d*. 


OR' 


dt ~ 


dx ' 


dt 




dH' 




dr\ 


dW 


dt " 




lit 




H — 




i m 

+- -- 


n'L'. 



On voit qu'on est ramené à un système (F) d'équations différentielles tout 
pareil au système (A), la fonction R' ne contenant plus maintenant le terme 
périodique — AcosO que l'on voulait éliminer. La partie non périodique est 

i m 

modifiée par la quantité -. n'L — C. On devra opérer, dans R,, la substitu- 
tion (C), ce qui donnera pour R' une expression de la forme 

\ R' = — B 2 — V A,cos2,, 

( L- ) • 

\ S, =: /, A 4 i 2 X 4 /,ï) + /, II' t -h <7j. 
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Enfin Delaunay opère dès à présent la substitution (C) dans les exprès- 
sions (n) de la longitude V, de la latitude L" et de y On est donc ainsi ra- 
mené à isoler l'un des termes périodiques - A 2 cos£ 2 de R' et à reprendre un 
engrenage de calculs semblable au précédent. On aura bien remarqué que les 
quantités C, (G), (H), c, (g), (h) n'ont servi que d'intermédiaire et qu'elles 
ont finalement disparu. On observera également que la formule (K), rappro- 
chée de l'expression (E) de C, donne 

R'^K-i l '.-n\L' -L) 
i 

ou bien 

(K') R' = R - g \\L -L )-h i ~ r*\L, 0,-4- aM,-^...). 

On a ainsi simplement l'expression de la nouvelle fonction perturbatrice en 
fonction de l'ancienne, ce qui complète l'élimination de la quantité C. 

Il est inutile d'introduire des notations nouvelles pour L\ G', H', X, x, Yj; on 
peut dire qu'on remplacera dans les coordonnées de la Lune et dans le déve- 
loppement de la fonction perturbatrice L, G, H, /, g, h respectivement par 

L -; L, cos(*7 -+ V g -\ i" h -4- i'n'l -+ q) -h L 2 cos2 (*7-+. . . ) -h 

G -i- G,cos(i7-+ V g -i i u h -+- i m n' t •+- q) -f- G 2 cos2(*7 -+. . .) -f- . . . , 
H -f- H,cos(i7 -+ i 1 g -i- i"h -+- i m n' t -+ q) -h H 2 c0S2(/7-h. ..)+-...; 

/ -r /, sin(*7 -+ i' g -t i" h - i m n' t -r- q) -H /j siri2(*7-4 ...)-+-..., 
g --i - £"tSin(*7 -i- V g -v i" h -t i m n' t -+ q ) -\ -^jsin2(«7-+-. . .) -t- . . . , 
h y A, sin(*7-+ i' g -t- i"h -t- i" n' t -+ q) + /ijsin2 («7 -h . .) -+ 

Les quantités C, (G), (H), ou celles qu'on leur a substituées, sont liées aux 
nouvelles quantités L, G, H par les relations 

[ L — L -f- - (L, 0, n- 2L t t -+- ...)> 

i ! 

(I)') ' (i -G -h -(G^H-aGifl,-*-.,.;, 

f H~H i i(H,ô, +211,8, + ...). 



/ ri \ 



Enfin la nouvelle fonction perturbatrice s'obtient en ajoutant a l'ancienne la 
quantité 



r n\L - L ) -4- - -.- "'(L, 9^ iL* 9, -H . . . ) 
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ou plutôt 



§ m » * m * t • §ê m * 



<K») 



- n'L x cos(*7 -t- i' g -h i" h -+- i m n' t -f- q) - — n'L t cos 2(1/ ..)--.. . 



1 



H r /l'(L| 0| -4- 2L, + .) 

2 I 



Les nouvelles variables devront vérifier encore les équations (A), dans les- 
quelles la fonction R a le sens qui vient d'être indiqué. 

97. Cas d'exception. — Les formules précédentes sont en défaut quand on 
a i = o, car cette quantité a été souvent introduite en diviseur. Mais, si i étant 
nul, i' ne Test pas, on pourra faire jouer à G le même rôle qu'à L. On verra 
aisément que les formules (C) et (D') subsisteront, à la condition de prendre 
L p = o pour p > o et de remplacer (K") par 

i m , i m 
. 7 n'Gi cos(/'# -h *'"// -+- i* nt -i- q) -■ . T n'Gj C0S2(i'/,' 4- ...)—.. . 

1 i" 

-i r,- «'(G, 0, -h 2G S 0, -+-. . •)• 

Si les deux nombres i et 1' sont nuls, c'est H qui jouera le rôle de L; on fera 
1^=0^=0, pourjo>o, dans les formules (C) et (D'), et l'expression (K") 
sera remplacée par 

rjf /i'Hi cos(i"h -h i m n't -h q) — n' II, C0S2( i" h -4- i m n' t -+- q ) — . . . 

f 9e 

-f- i ^«'(H^j + aH,^...). 

Le seul cas qui exige un traitement spécial est celui où l'on a à la fois 
i = i'=i"=o. Si l'on se reporte à la formule (10), en tenant compte de 
i ,v =i'"=:o, on verra que les arguments de R qui répondent au cas actuel 
sont de la forme i m V. On considérera alors tout l'ensemble des termes en cos/', 
cos2/\ cos3/\ et l'on intégrera les équations (A) en prenant 

R = R - — A cos /' — A' cos 2 /' — A" cos 3 /' — ... ; 

on ne prend pas cette fois de partie non périodique dans R . D'après le théo- 
rème de Jacobi, on aura à considérer l'équation 

~ — A cos / — A' cos 2 /' — ... = o, 
ot 

où les variables indépendantes sont t % L, G, H; les trois dernières figurent 
T. - III. 27 
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seules dans les coefficients A, A', ... et la première dans /' = ri(i c'). Il 
faudra trouver une solution avec (rois constantes arbitraires. On peut regarder S 
comme une fonction de L, G et H, et l'équation aux dérivées partielles de- 
vient 



— —, COS l' — COS 2 /' O. 

al n l n' 



Elle est vérifiée par 



S = ^sin/'-f- -—, sin 2 /' ,-...+ (/) L -+-(#) G -m/i)H, 
n' in 

où (/), (g) et (h) désignent trois constantes arbitraires. Soient (L), (G) et (H) 
trois nouvelles constantes arbitraires. D'après le théorème de Jacobi, les inté- 
grales générales des équations différentielles considérées seront 

~ h, 



d'à 


= /, 


dS 






dL 


<HÏ 


— g< 


dH 


âS 


= (L), 


dS 


= («). 


dS 


à(l) 


à{g) 


à(/i) 



• • • % 



(53) 



ou bien 

l — ( / ) — - — sin t h , ~zy- sin 2 /' -+- 

1 n! ah in' ÔL 

, x i dA . ., î dk! . „ 

, , . , i <H . i <M' . 

h - (/i) n — -r^sin/ H , Tn -sin2 / + . . . , 

/i cm 2w' e/II 

L=(L). G ~ (G), H- (H). 
On voit donc que L, G et H sont des constantes. On fera maintenant 

et, pour intégrer les équations (A) avec cette valeur de R,, on conservera les 
expressions analytiques (53) de L, G, H, /, g, h % en regardant comme variables 
les quantités (L), (G), (H), (/), (g) et (A). On sait d'avance que Ton aura, 
pour déterminer ces nouvelles variables, les équations canoniques 

d(L) _ <m, d {G) dKi d{E) _ â\\ ± 

cil ~~ d(l) 3 dt ~ d(g)' dt' ~~ ' 

d(l) ___ _^R J _ d(g) _ dR, d(h) __ dRj 

dt ~ d(L)' dt ~~ d(G)' dt ~ d(R)' 



11 est inutile d'introduire une notation spéciale pour les nouvelles variables, 
et l'on peut dire que, après avoir intégré les équations (A) en y remplaçant R 
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par R , si l'on a obtenu 

/ = ( / ) -+- /j sin /' -h / 2 sin 2 /' . . . , 
8 — (o) + gi sin/' -h #,sin2/' + . . . , 
h~- (h) h x sin /' -f- h % sin 2 /' 



L, G, H étant d'ailleurs constants, il suffira de remplacer, dans les coordonnées 
de la Lune et dans la fonction perturbatrice augmentée de 

A cos/'-+- A'cos2/'h-. . . , 

/, g, h par 

[ / 4- /| sin /' -f- /j sin a /' -+-..., 

(54) | sin /'-!-#, sin 2 /'-h 

\-h -+ h x sin/'-+- h % sin 2/' 



On aura, pour déterminer L, G, H, /, g, h, les mêmes équations (A). 

98. Il conviendra de commencer les opérations en faisant disparaître de R 

les termes en cos/\ cos2/\ On se débarrassera ensuite successivement 

de tous les termes périodiques capables de produire dans les coordonnées de la 
Lune des inégalités sensibles, de sorte que finalement la fonction R pourra être 
réduite à sa partie non périodique. Les équations (A) donneront alors 

dL dd dH 

dï=°' di=°> dï^ ' 

dl_ OR _ dR dh àR 

dt~ " dh dt ~ dt àti' 

I» » 
ou 

L — const., <i — const., H — const., 

/ = (/) -4- l 1 9 g - (g) + g Q t, h = (h) 4- /t /, 

(/), (g), (h) désignant cette fois des constantes définitives ainsi que L, G, H; 
A>» go et A seront des fonctions de L, G et H. On aura donc ainsi les coordon- 
nées de la Lune exprimées au moyen du temps et des six constantes L, G, H, 
(0. (8) ^ (h). 

Si Ton appliquait jusqu'au bout, et avec toute leur rigueur, les formules 
précédentes à toutes les opérations élémentaires, on serait conduit à des cal- 
culs effrayants. On peut heureusement les abréger en se rendant compte d'a- 
bord de l'ordre des inégalités introduites par chacun des termes périodiques 
de R; on sera ainsi conduit à ne faire qu'un nombre assez restreint d'opéra- 
tions complètes et un nombre plus considérable d'opérations abrégées. C'est ce 
qui sera expliqué dans le Chapitre suivant. 
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99. Classification des termes. — Nous avons tout d'abord à examiner les 
différents termes du développement de la fonction R, afin de nous rendre 
compte du degré d'importance de chacun d'eux, au point de vue des inégalités 
qu'il peut introduire dans les expressions des coordonnées de la Lune. Pour 
cet examen sommaire, nous partirons des formules (h) du Tome I, p. 169; 
nous n'en conserverons même que deux, celles qui concernent les dérivées des 
longitudes du périgée et du nœud, que nous réduirons à leurs parties princi- 
pales, 

d(h -t- ff) 1 1 dit 1 l àR 

rit ~" na* e de ' dt ^na* y ôy 

Nous pourrons considérer séparément chacun des termes périodiques, 
- A cosO, où l'on a 

6 _ il -f- V g -f- i* h 4 i"n't -t-q; 

A contient l'un des facteurs 

m'a 1 m'a* ,„ a 3 

a' s a' k a' 

Nous appliquerons les formules (1) en considérant, dans les arguments 0, /, 
g 9 h comme étant de la forme a -f- $l; pour /, le coefficient [î est égal à n; dans 

le cas de g et de h 9 il est de l'ordre de n • comme on peut le conclure des 

formules (1) elles-mêmes. On devra donc prendre 



cos 6 dt -- - 



in -h *'(3-W'(3'-+-*"/i' 
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en représentant par (3 et (3' les moyens mouvements de g et h. Cela posé, on voit 
que le diviseur de sinô sera de Tordre o si i^o, de Tordre i si i = o et i w <o, 
enfin de Tordre 2 si Ton a en même temps i = o et i M = o. Il peut donc y avoir, 
par le fait de ce diviseur, un abaissement de deux unités quand on passe de 
Tordre d'un terme de R à Tordre des inégalités correspondantes pour les élé- 
ments. C'est pourquoi Delaunay a conservé le neuvième ordre dans les termes 
de R qui contiennent /' sans /, et même le dixième ordre dans ceux qui ne ren- 
ferment ni / ni /'. 

11 y a une autre circonstance dont il faut tenir compte; ^5 e t ~ sont, dans 
les formules (1), accompagnés des facteurs - et - • Le coefficient A est de la 

e y 

forme 

A eP-\- À, h- k^eP^-^ 

Si p est nul, A et ~ ~ sont du degré o par rapport à e . Si p = 1 ou 2, Tordre 

de A est supérieur de deux unités à celui de ^ On voit ainsi qu'on peut 

avoir de ce fait un abaissement de deux unités. En combinant le nouvel effet 
avec l'ancien, on voit que, en passant de Tordre d'un terme à celui des inéga- 
lités qu'il engendre dans les éléments, il peut y avoir un abaissement de un, 
deux, trois ou même quatre ordres; on pourra employer les mêmes considéra- 
tions pour ^ Donnons quelques exemples : 

Le terme 

—fT l 4 "~ -y ~$ e ~8 / cos(2/i +- zg+ il — ih'—ig'—iV) 

est du second ordre, et il en est de même des inégalités des éléments. 
Le terme 

"" ••) cos ( 2 o i-aA-2^-2A'-2/') 

est du quatrième ordre et donne des inégalités du premier ordre ^double abais- 
sement par le diviseur ri et par ^ 

Le terme 



m'a' / 1 \ 

— — el h. . . ) cos/ 

a 3 \ 2 / 



st du troisième ordre el produit des inégalités du premier. 
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Enfin le terme 

m'a* 9 / 1 5 \ 

est du sixième ordre, et les inégalités correspondantes sont du deuxième. 

En opérant ainsi, Delaunay a trouvé dans R cinq termes pouvant donner 
naissance à des inégalités du premier ordre dans L, G, H, /, g, h; ils ont pour 
arguments 

/, 

2^ + 2^+3/ — 2 h' — 2 g' — 2/', 

2h -r 2g -4- / - 2 h' — 2g' — %V ', 

2 h -h 2# — 2/i' — 2 g'— 2l\ 
2 h — 2 h'- - 2g' — 2 

11 y a de même dix-huit termes produisant des inégalités du deuxième ordre 
et vingt-cinq conduisant à des inégalités du troisième ordre. Si l'on veut faire 
disparaître de R les différents termes capables de produire des inégalités des 
ordres 1, 2 et 3, on aura donc à faire disparaître de R, 5 4- 18 4- *5 = 48 termes 
périodiques. Une circonstance spéciale contribue encore à augmenter le nombre 
des opérations complètes. 

100. Introduction de termes nouveaux. Réapparition d'un terme. — 

Nous avons indiqué dans le Chapitre précédent que chacune des opérations de 
Delaunay a pour but de faire disparaître un terme périodique — A cosO de R. 
Dans la réalité, les choses sont plus complexes. En premier lieu, l'opération 
effectuée introduit toute une série d'arguments compris dans la forme 

(2) ^-^±je 9 

S, désignant l'un quelconque des arguments primitifs autres que 6. Les S 2 
pourront rentrer en partie dans les % t ; mais quelques-uns de ces arguments 
peuvent être nouveaux. Toutefois il convient de remarquer aussitôt que Tordre 
du terme en $ 2 est au moins égal à celui du terme en $ t augmenté d'une 
unité, car les inégalités introduites par le terme en sont au moins du premier 
ordre. 

Il peut arriver même que l'on ait S 2 = 0; cela aura lieu en particulier si l'on 
a S f = 20, y = 1 ; de sorte que l'argument Ô que l'on avait chassé reparaît im- 
médiatement. Supposons, par exemple, = 1; le terme — A cosG est de la 
forme 

m'a* » » m 

(3) -^r e(À -h...)eos/. 
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Il est du troisième ordre et donne lieu* comme on l'a vu, à des inégalités du 
premier ordre dans les éléments. D'autre part, le terme en 2r, = 2& est de la 
forme 



/n'a* 

-TT-e 2 ( A -h. . .) C0S2/; 



il est du quatrième ordre et donne des parties du cinquième ordre quand on a 
opéré la substitution, après avoir tenu compte des termes en cos/; on retrouve 
ainsi un terme tel que 



m'a 1 i m'a 1 



a' 4 e a 



Tj- e*(B -h. . .) cos/; 



ce terme en cos/, qui a reparu, se trouve être ainsi de la forme 

(4) ~â^ e \7i) (Cq + ---)cos/. 

Le terme disparu était (3) ; ce terme réapparaît sous la forme (4); au lieu 
d'être du troisième ordre, il est maintenant du cinquième, mais donnera lieu 
encore à des inégalités du troisième; donc on devra encore lui appliquer une 
opération complète. 

On pourrait, par une modification de la méthode de Delaunay, faire dis- 
paraître à la fois non seulement le terme en cosO, mais aussi les termes en 

COS2O, cos3ô On empêcherait ainsi le terme disparu de revenir aussitôt; 

mais il reviendrait un peu plus tard, après deux, trois, ... opérations. De 
sorte que la réapparition d'un terme est un phénomène général; toutefois il n'y 
a pas grand mal quand, après son retour, il ne donne pas lieu à une opération 
complète. 

Finalement, dans le cours des quarante-huit opérations sur lesquelles on 
comptait d'abord, on a rencontré quatre nouveaux termes des ordres 5, 5, 7, 7; 
cinq termes ont reparu, avec des ordres augmentés de 1, 2, 2, 2 et 3 unités. 
Il a fallu faire ainsi 48 -+- 4 5 — 37 opérations complètes. Leur détail remplit 
les 882 pages in-4 du Tome I de Delaunay. 

101. Formules auxiliaires. — Il reste à dire comment on arrive dans la 
pratique de chaque opération aux développements (IX) et (X), p. 195, de L, G, 
H, /, g, h. Il est plus simple de ne pas recourir à la quadrature 



1 J V'A 1 - 



dL 

Tc^B,y s 



Delaunay a ramené tous les calculs qui se sont présentés à lui à deux types 
d'équations différentielles simultanées du premier ordre. 
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Premier type : 

t- QMsinS, 
at 

(a) [ 

dO _(M r dP 
dt = Q A C08fl '*- ïfe ; 



Q est un coefficient très petit, M et P deux fonctions développées suivant les 
puissances entières et positives de la pelite quantité e. 

On opère dans chaque cas particulier en faisant des approximations succes- 
sives, en négligeant d'abord Q, puis Q 2 , Q 3 , On trouve ainsi les développe- 
ments de e et de 9 sous la forme 



^ e--e x -k- Et cos0 o (/ 4-c) + E, C0S2 9 (t + c) -h. . . , 
* ) 1 0— e o (t-hc)-+-0 l sïn0 o (t + c) + 6 t s\n20 o (t-ï-c)-h...; 

e x et c sont les deux constantes arbitraires; E p et 6^ sont des polynômes de 
degré p en Q dont les coefficients dépendent de e, ; ô se présente sous la forme 
d'une série ordonnée suivant les puissances de Q 2 , les coefficients dépendant 
de e,. Delaunay n'a pas jugé utile de donner les expressions analytiques de E,, 
et de p . Il a rencontré ce premier type dans celles de ses opérations qui portent 
les n os 26 à 15 et 49 à 57. Ce qui le caractérise, c'est que la quantité e ne figure 

nulle part en dénominateur; dans toutes les opérations mentionnées, ^ con- 



tient le facteur e et —V 4- est entier en e. 

na-e oe 



Deuxième type : On le rencontre dans les opérations 1 à 25 et 46 à 48; 
e figure en dénominateur dans les équations différentielles qui sont de la 
forme 

( ^ ^M(i-hM,e î -+-M î e*)sin0, 
(A) < 

I -y- -N(i-i-N 1 e , -}-Nje l + N 3 <? 6 ) t- M — — cos0; 

\ dt e 

G désigne l'argument considéré dans l'opération dont il s'agit, M une quantité 
du second ordre au moins, M,, M 2 , N, N 4 , N 2 , N 3 , P |f P 2 des quantités de Tordre 
zéro. Delaunay a donné seulement les intégrales sans faire connaître la marche 
employée; j'ai pensé qu'il était bon de combler cette lacune. Soit posé 

M 

jt =Q, /(eJ^i-t-M.e'-t-Mje* -f-..., 
9(e)=n-N I c 1 +N 1 e'-t-X J e 6 -*-..., ••!»(«)=- l +*l*Lï*lÉ±^LL i 



I 
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les équations (A) pourront s'écrire 

^-Q/(e)sin0, 

(5) { 

de 

— + Q+(*)cos0. 

On pourrait intégrer ces équations par des approximations successives, en 
négligeant d'abord Q, puis Q 2 , mais il vaut mieux se rappeler que l'argu- 
ment 8 peut être développé sous la forme 

(6) e = 6 (t-hc) 4- Qajsinfljf -+-c) -+- Q'a, sin2 o (/ -+- c) 

En substituant dans la première équation (5) et employant les approxima- 
tions successives, on trouve 

(7) e — e x 4- Q(3 t cos0 o (* 4- c) 4- Q*(3j cos2 o (* -h c) -h 

Il s'agit de déterminer a, , a 2 , . . . , fî 4 , fî 2 , . . . et Ô ; e K et c seront les deux con- 
stantes arbitraires. On pourra développer f(e), <f(e), ty(e) parla formule de 
Taylor suivant les cosinus des multiples de Ô (* -f- c); on aura, par exemple, 

= ç, -h 9', [Q J3i cos0 o (* -f- c) -f- Q 1 (3 î cos2 o (* 4- c) h-, . .] 
+ ?ï [iQ^î"^ ^Q 2 i3îcos20 o (/-+-c)4-...J 

où l'on a écrit, pour abréger, <p,, ç' |f . . . au lieu de <p(e,), .... On déve- 

loppera de même les expressions de sinO et cosG; on les substituera en même 
temps que celles de /(e), 9(0)» ^(e) dans les équations (5), et, en égalant à 
zéro les coefficients de 

sin0 o (*-hc), sin20 o (*-hc), cos0 o (* -4- c), cos20 o (/ -h c), ... 

et le terme non périodique de la seconde, négligeant Q 3 , on trouvera 

j «. = +i p. 



20ç 

N 



a, = i (a, ^ 4- p, f t ) 4- (3,^ 4- ifttf, 



(8) | = <p, 4- I (- a, (3 t + L (3J 9 ;) ; 

T. - nr. 



28 
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d'où, avec la précision indiquée, 

a _ /i _ *i -+-?!?! 

ri — ~~ " ' *i - ~~ ~" ' 

(9) < P. = - 

«* - ~ («. P. 2 Pi + £ Pï ?ï 
Les formules (6) et (7) donnent d'ailleurs 



e sin 



infl — ^4- ^ Q 1 ^ a,- pj— jje, a? -h- ^ a, (3,^J sin0 o (* -+- c) 



+- -Q(«i 3C| ~h (3,) SU120 O (/ -+- C) 

j2 



-4- ~ Q* ^e, a 2 -h (3,4- ^1 «î -i- ^ «i Pi^ sin 30 o (f 4- c) 4-. . . , 
<?cos0=: ^Qt-e^t-hP,) t- ^4- f j Q* ^— a, 4- p t — i a] — ^««Pt)] cos0 o (* 



- Q(e t a, 4- cosa0 o (/ 4- c) 



i Q* a t 4- p 2 4- aj 4- ^ aj (3^ cos30 o (£ 4- c) 4- 



Delaunay a désigné par e le coefficient de sin0 o (*4-c) dans esinO; pour 
retrouver ses formules, il y a donc lieu de poser 

1 f 3 

d'où 

(10) e t = e (1 - i Q 2 a, -h ? Q'a?) 4- i (p 4 - \ a, (3.) . 

On devra remplacer partout e K par cette valeur. Les formules précédentes 
donnent 

^ ecos0 — E 4- ( e? 4- E,) cos5 (/ 4- c) 4- E } cos2 o (* •+■ c) 4- E 3 cos30 o (/ 4- c) 4-. . M 
I e sin = e sin0 o (l h- c) 4 - E a sin 2 9 (t -\- c) 4- E s sin 30 o (* 4- c) 4-. . ., 



011 l'on a fait 



Eq=JQ(Pi-*d«i)> 



E, 1-: Q s (fit - e a, — ~ a, (3 4 4- ^0 «î) » 



E,= jQ(P,4- e «i), 



E 3 - ^Q* (p,4-* «i-r ^«iPi - £*o«î) 
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On s'assurera aisément que, au degré de précision cherché, on peut rem- 
placer, dans les formules (9), <p i9 <p\, ... par ç , <p' , . . . ; mais, dans (8), on 
doit prendre 

<?i = ?o+ (C| — <? )?' 



ou bien, en vertu de la formule (10), 



(12) 



?1 = ?0 



-;qyo( 



e «j-h 



1 3 \ 

Pi— 2 *i Pi-*- 7^o«; ). 



Il faut maintenant remplacer / , s , ^0 par 



?0 = 1 N, N, ■+- N, e*. 



Les formules (9) donneront successivement fî,, a,, p ai a 2 , après quoi on 
tirera E , E,, E 2 et E 3 des relations (11). On trouvera ainsi, en remettant 

j£ au lieu de Q, 

(3, = -n-(N l -M 1 )ei-4-(N 1 -M 1 -NÎ4-M 1 N,)eJ > 
« 1 = I [ i4-(P 1 -3N l )eï-+-(P 1 -5N 1 4-5N;«aM l N l -N l P l )ei] > 

c 



(C) / P, = [-i + (M,+ 4N,-P,)eî 

(3M I + 6N,-P 1 -H2MÎ-9NÎH-2M,N 1 — M,P,-t- aN,P,) ej], 

(M.-ÔN.+ P,)*; 

(M.-4N.-P, -t-iANî+Pî-M.N.-M.P.-SN.P,)^]. 



= 4^ [ a + 



E, 



1 M 

2 



(D) { 



=p [-a + (4N,-M 1 -P,)« 1 i-(6N 1 -M,--P 1 -6N'î-*-3M l N l -ï-N 1 P,)ei] 
+ (^) Î (N,-P 1 ) <*>, 

E, = ^ % [(P l _M I -2N 1 )ei+(P,-M,-4N 1 +4Nî-M 1 N 1 -N 1 P 1 )ciJ f 



E, -, 



2 N 

1 Œ\* [(2M,+ 2P,-4N,)e 



E.= 



+ (4M,+ 4Pi- 12N.-+- jM! + i4NJ — i3M, N, -t- 2M, P, — 5N, P,) <?»], 
g (~Y (aM,-4- 4N,- aP.-t- 2 M} + 6N« -+- aPJ + 9 M, N, - 4M, P, - 7 N, P.) e». 
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On a ensuite 



|j.= T ,+ iQ»[M l -»-3N t -3P l 



(M, -h ioN,- 5P,— 6N*— P} -+- 3M, N,- M, P,-t- 5N, P,) e*]. 



<p, = 9,+ lQ«[N,+ (aN,-8NÏ-t-M 1 N t -i-3N I P 1 )e;i, 



d'où 



9, = N(i + N I fî+N 1 «J+N 1 e%) 



(E) ' + a" ^[Mi+4Ni-3P, 



(M,+ iaN t -5P 1 -i4NÏ-Pï+4M 1 N,-M,P l 4-8N l P l )ei]. 



Si l'on fait 



(F) 9 — O (*-+- c) -+- 9, sin0 o (<-+- c) -+- 9 t sina0 o (t -u c) •)-..., 
on aura 

(G) ' k 

Les formules (B), (C), . . . , (G) résolvent la question; elles sont identiques 
à celles de Delaunay (t. I, p. 107 et 108); il est vrai que nous lui empruntons 

deux petits termes en l^j qui figurent avec un (*) dans les expressions 

ci-dessus de E et de 8,; notre calcul, pour les donner, aurait dû être poussé 
plus loin. Les valeurs précédentes de e et de G seraient incommodes à cause des 
petits diviseurs e , e 2 , ... qu'elles contiennent; fort heureusement, les dévelop- 
pements (B) de esinO et de ecosO ne renferment pas ces diviseurs, et ces déve- 
loppements sont les seuls dont on ait besoin ('). 

Pour mieux faire comprendre la méthode et la façon de l'appliquer, nous 
allons faire un exposé sommaire des deux premières opérations de Delaunay; 
mais, auparavant^ nous rappellerons la signification initiale de L, G et H : 



(i3) L = v/f*«, G = s/pa(i — e 2 ), H=G(i — 2/). 



(») Voir le Tome 1 de Delaunay, p. 878-882. 



1 
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On en déduit sans peine, en développant suivant les puissances de e 2 et y a , 

da s da da 



dL na dG ' dH 

de i — e* de i / i . i . \ de 



04) 



] —— (i — - e* — ^ e 4 — ..), 



dL /ia â e dG na*e\ s 8 / dH 



o, 



— o 



ÔL" ' dG 

Él 



(\na*y \ 2 ' ' 8 / 

l\na~y\ 28 / 



où Ton a mis n à la place de y/^r On aura ensuite 

dR _ dR da dR de dR <ty 
dL ~~ da dL de dL dy dL,' 

(r dR dRda àR de dR dy 

UJ) ' dG ~ da dG de dG ~^ dy*dG' 

dR dR da dR de dR dy 
dH ~ da dû de dR dy dH 

On pourra ainsi former aisément les dérivées ~> ^jj> en partant du dé- 
veloppement de R (p. 189), dans lequel les coefficients des cosinus des argu- 
ments ô sont développés suivant les puissances de a, e et y. 

102. Première opération de Delaunay. — Nous prenons l'ensemble des 
termes en cos/\ cos2/', . . . (Delaunay, t. I, p. 2G1) : 



R =z a» ^ ? - 9 y 1 4- | e « -4- g e <* + . . . ^ e ' C0S /' 



cette fonction perturbatrice laisse invariables L, G, H et, par suite, a, e, y et/? 
On trouve aisément, en calculant ^> ^ ~ et les portant dans les for- 

da de dy 1 

mules (i5), 

dR n'* Vf 21 \ , „ / 63 \ , 4 1 rf/ 

dT"7[( T +...)e'cos/'^ _^...j^cos2/'+...|=-^, 

8 = î[(-ï+--0'~' + (-?+->-»'--"H& 
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On en conclut, en intégrant et désignant par (/), (g) et (h) trois constantes 
arbitraires, 

/=(/)- n l ^ ^4-..^e'sin/'H- ^ ?| 4-..^e'*sina/' + ...], 
* " ( * } - ï [("I n-...)^sin/'+ (- ^ 4-...)^sin2/'4-...], 
A — (h) - ^ ^ | -h...)e'sin/ , -h ( ^ + sina/' J. 

D'après ce qui a été dit, il faudra remplacer dans les coordonnées de la 
Lune et dans la fonction perturbatrice, diminuée des termes en cos/', cos2/', 
/, g, h respectivement par 

* — ^ J -h...)e'sin/'-t- ^- ^ -+-... )e'»sina/'-t-...j, 
^ | + ...)e'sin/'-+-( ^-4-...)e'*sina/'-+-...J, 

sans toucher à L, G, H qui resteront liés à a, e, y par les formules (i3); les rela- 
tions (14) subsistent aussi. Mais les nouvelles valeurs de /, g, h n'auront plus 
la même signification; on aura, par exemple, 

anomalie moyenne — / nouveau — ^ ["(^ -f-. . e'sin/'-f-. . .J . 

Une fois la substitution effectuée, on aura encore les équations canoniques 



(16) 



dL 


dR 


dG _ 


dR 


(M 


ô\\ 


dt 




dt ~~ 


àg' 


dt ~ 


dh 


dl _ 


dR 




dR 


dh 


dR 


dt ~~ 


dL' 


dt 


dG' 


dt 


«M 



103. Deuxième opération de Delaunay. — Elle a pour but de faire dispa 
raître les termes en cos/. Cette fois, nous devons prendre la partie non pério- 
dique de R, avec le terme en cos/, soit (Delaunay, t. I, p. 264) 

r= JE- + (7 - - v*+ i* 1 -*- 5*'*+ h* e,t 

a a \4 * o 8 2' 4 4 

-h n^a* l - -h 3)r-f- ~§ e% ~~~ ^ e *~ h ' ' ecos /« 
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Nous allons exposer les calculs de Delaunay, mais en ne conservant que les 
principaux termes des formules. Nous aurons d'abord 

dR _ <m _ 
dg~ dh ~° ; 

G et H seront constants, donc aussi y. En exprimant a et L en fonction de G 
et de e 9 il vient 



(18) 



a 



( 1! _ ! 

ft 1 — e 3 



v/î — é 1 



La première des formules (16) permet d'écrire 



^ e 3 ™ — n n a* ( - — 3y s -f- - e'»-+- . . . ^ <? sin/, 



d'où, en remplaçant a par sa valeur (18) et développant, 



(19) 



de _ *"G 3 ( \ 
dt ~ ~U* 



On aura ensuite, en tenant compte des relations (14) et de la valeur (17) de R, 



dL na da na % e de 



âH u n' 1 [h 21 _ 3 _ 21 „ 

de /ia s w [4 2 ' 4 8 



""'(-î-S'-v-î^.-)] 



Portons dans d J- = — ~ > remplaçons a par sa valeur (18) et n par 



(20) 



n 



£0 -«*>*. 



et il viendra 



(21) 



^ fx l / 3 a 3 A /i' s GV7 21 * 2 7 i 21 /« \ 

— - 1 e*-i- 5 cM r— ( 4 y*-f- -r,- e' 2 + . . . ) 

rf* G* \ 2 8 / fjt 1 \4 2 ' 8 8 / 



\ cos/ 

. — _ I 

e 



Les équations différentielles (19) et (21), dont dépendent e et /, rentrent 
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«lans le type (A) en remplaçant par / et faisant 



3 

4 



+ -, e" 



M(i + P^) = ^(l-S y . + ^ + |^) f 



On en déduit 



tvt/ *t « f** / 3 , 3 A /i'*G 3 /7 21 . 27 . 21 .A 

N(. + N l eî + N t eJ) = g i (.- ; eiH-ge î j _ - ^ - - y«+ ^ + e '*j , 

N \a 7 4 / 8 ja» ' 

M» _ w 'HÎ' u _ 3 iw - _ ? p — ?! ■ . 

après quoi les formules (D), . . . , (G) donnent 

/ n fi GWi a t 3 2i A 7 G 11 

27 /l^G 8 

4-e COS/ (^-|-C)-r- — é?J COS2/ (/ 4-c), 

27 /i'*G 6 

e sin/= e sîn/ (/+ c) -h — — sin2/ (* -H c). 



e 2 



i G 1 * G 6 
ej-h 7 n' 4 — r — /i'*— ré? cos/ (*-+-r), 

4 V- M- 



/ -+- c) -h / t sîn -h /j siri2/ (' ■+- c), 

/ f* 1 / 3 t 3 A /i' 2 G 3 /7 21 , 2 7 , 2i ,\ 9 ,.G« 



*1 — - — 7 — y 
2fX*é? 

/, r= O. 



La valeur précédente de e* reportée dans (18) donne 

a — a j^i ^— e cos / ( / -4- c)J , 

en posant 



G* 

a — ii 



SUITE DE LA THÉORIE DE LA LUNE DE DELAUNAY. 

d'où, avec une précision suffisante, 



27,5 



G 2 



\ia 



4 



ou encore 

(22) 

en faisant 

(23) 



G 



i -h e 



Si l'on porte celte valeur de G 2 dans les expressions précédentes de ecos/, 
e sin/, / , e a et a, il vient 

•-'-(ï-v-i^wo'-Kï)' 



e cos/„(£ -f- c) 



ÎZ/^Y»' 

>6W 



COS2 -)- C), 



(34) 



esin/=-- e sin/ a (l -t- c) -4- sina/ (f -+- c), 



l t = -i- (21 Y, 

a z= a |\ — <? cos / ( ' -+- 



/< = /? li -+- 



Calculons maintenant les valeurs de g et de h, ou plutôt de h # -4- /et de A 
par les équations différentielles 



</* ~~ cîL dG dlî 



dh 

dt 



Wï 



qui donnent, en vertu des formules (i4)> 05) et (17), 

d(h -4- g~\- l) 



dt 



dh 
dt 





n'* 


1 


n'* 




1 

n 


"4 


n 


3 


n'* 


3 


n'* 


4 


n 


h - 
2 


n 



T. - III 



29 



f 
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Il faut substituer pour n et e leurs expressions (24); on trouve ainsi que les 
coefficients de — e? cos/ (/ -h c) dans les seconds membres des équations jiré- 

cédentes sont respectivement égaux à ~ et |- Si l'on intègre en remarquant 

que la valeur (24) de / ne diffère de n que d'une quantité du second ordre et 
que Ton désigne par (g) et (h) deux constantes arbitraires, on trouve 

/i+-+/=(/i) + (^) + (// û + ^ + / ) (£4- c) ir e s\nl (t -+- c) , 
(20) { 

3 /i' 1 

h — (h) ■+- /i (l + c) H r <? sin/ (/-t-c); 

A et^o sont des quantités qui, comme / , dépendent de a 0f e 0f y, n\ e\ mais 
dont nous ne donnerons pas les valeurs parce qu'elles ne nous sont pas néces- 
saires. 

Les formules (24) et (23) donnent les valeurs de a, e 9 y, /, g f h en fonction 
de / et des six constantes arbitraires a 09 e , y, c > (g) et (A). Ce sont les inté- 
grales générales des équations (16). 

On aura l'expression de L en partant de L — \j\ka et y remplaçant a par sa 
valeur (24); la formule (22) donnera G, et la dernière des relations (i3) fera 
connaître H. On trouve ainsi 

On lit immédiatement sur ces formules les valeurs des quantités désignées 
dans le Chapitre précédent par L p , G p9 R p ; ainsi 



61 = 0, 



Si l'on a recours aux expressions (24) de / 2 , ... ou de 6,, ô 2 , il 
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vient 

L 4-»(L, B { 4-2L, . .) — s/^o [' ~ g (^) ]> 
G f -hj(G l 9, + aG 1 9 t + ...) = ^ [ f ~ H~ §* { ~ 5 OO'] ' 

On peut maintenant supprimer les indices de a, n, e, et Ton est conduit à la 
règle suivante : 

Dans les coordonnées de la Lune et dans la fonction perturbatrice ('), on 
remplace 

ecosl par - (l - 3y» + |«»+ ][«'■) (^')"— | )^ e cos/ + ^ cosa/ ' 

esin/ » e sin /-h ~ f — ^ sin2/, 

16 \ « / 



(26)/ a » a |~i — (jj^ ecos/j , 

A -h g-\-l » à-J-^H- /-h ^ esin/, 



» 



/ 3 f n 'V • / 

« -h - ( — ) e sin/; 

2 v*/ 



Y ne change pas ; on a toujours /i = y/^. Les nouvelles quantités a 9 e, y, /, 

g, h, dont les coordonnées de la Lune et la fonction perturbatrice dépendent 
maintenant, seront fournies par l'intégration des équations (i6) 9 où L, G, H 
sont liés à a, e et y par les relations 

(37) j G = v^[.-^-i^-g(ï) 4 ]. 

Pour passera la troisième opération, la première chose à faire sera de cal- 



( J ) 11 faut prendre ici simplement la valeur qu'avait R avant la deuxième opération, parce que, à 
cause de *" w ^= o, on a 

— -rr n\L — L ) -i r n\Li -f- >.\.% 2 4- . . . ) = o. 

I 'Al 
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culer les coefficients ^> ^> " ' du d'après ' es formules (27); ces coeffi- 
cients sont nécessaires pour le calcul des dérivées 

<m <m 

ôV dG' d\L' 

Delaunay a déduit de la substitution (26) les quantités qu'il faut mettre à la 
place de 

e* y e* cosal, é 1 sin2/, e % cos3/, e 3 sin3/, 

il est aisé de voir que, avec ces valeurs et celles de h 4- g / et de A, on sera 
à même d'effectuer la substitution dans tous les termes de R. Après cette opé- 

ration, la quantité AcosO -+- B 4- y/*'L ou AcosO -h B devra se réduire à une 

simple fonction de a, e et y, ce qui donnera une vérification des formules de 
transformation employées. 

On peut remarquer que, dans chaque opération, les véritables inconnues ne 
sont pas L, G, H, mais a 9 e et y; L, G, H ne servent réellement que d'intermé- 
diaires et leur rôle est dû à cette circonstance que les équations (16) sont plus 

simples que celles dans lesquelles figuraient a, e, y, ^> et 

Nous remarquerons encore que, dans les opérations successives, Delaunay 
désigne toujours par a et y| les parties non périodiques de a et y 2 ; € o n'est pas 
la partie non périodique de e; c'est le coefficient de sin0 o (/ + c). Toutefois, 
dans les opérations 26-45 et 49-57, e\ est la partie non périodique de e 3 . 

104. Opérations abrégées. Résultat final. — Après les cinquante -sept 
opérations complètes, Delaunay a fait disparaître les termes périodiques res- 
tants, qui sont tous très petits, en suivant la même méthode, mais très abrégée, 
en ce sens qu'il n'a pas tenu compte des changements qu'entraîne la dispari- 
tion d'un terme dans les autres termes, ce qui revient à négliger le carré de la 
force perturbatrice; il a simplifié aussi la substitution dans les coordonnées 
de la Lune, en ne conservant que les termes principaux. Il est donc arrivé 
finalement à une fonction perturbatrice, ne contenant plus de termes pério- 
diques appréciables, et de la forme 

2 a a '» \ ' a- n ) ' 

s 

au degré de précision réalisé, la fonction ne contient-^ qu'au premier degré. 
Les relations qui lient les quantités a, e 9 y aux dernières variables L, G, H 
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employées sont de la forme 

(28) J G=z^*(^yS^>^^), 

on trouvera ces expressions de R, L, G, H aux pages 234-236 du Tome II de la 
Théorie de la Lune. La première moitié des équations (16) montre que L, G, H 
et, par suite, a, e, y sont constants; les autres, en ayant égard aux valeurs de 

5E' 5ïP " " ' ^ r ^ es ^ es formules (28), donneront des équations de la forme 

dl . dg dh , 

di - dt- g » . di~ fy °> 

°ù 4> go et h désignent des fonctions connues de e 2 9 y a , ^ et e' 2 . 
Soient donc (/), (g), (A) trois constantes arbitraires, et il viendra 

(29) l = {l) + ht, g=(g) + got, h == (h) + h 1. 

Les trois coordonnées de la Lune vont donc se trouver exprimées sous la 
forme de séries procédant, suivant les sinus (pour la longitude et la latitude) 

ou les cosinus ^pour d'arguments de la forme 

(30) il i'g -h i"(h - A' — g') 4- i m F 9 

1, i\ i m désignant des nombres entiers positifs ou négatifs; toutefois, on 
peut toujours supposer i>o. Les constantes (/), (g), (h) figurent d'une ma- 
nière très simple dans les arguments, ainsi que cela résulte des relations (29); 
il n'en est pas de même de a, e et y, qui entrent d'abord dans les coefficients 
des sinus et cosinus, ensuite dans les arguments, par les quantités / , g > h . 
Le résultat détaillé des substitutions faites à la suite des diverses opérations 
dans les trois coordonnées de la Lune est donné, terme à terme, 

pour la longitude (p. a4i-4i3 et p. 746-796 du t. II); 
pour la latitude (p. 4*4-569 du t. II); 

pour i (p. 570-586 du t. II). 



Delaunay procède dans le Chapitre XI à la réduction des termes semblables; 
il remarque ensuite que a, e et y, qui avaient une définition précise au début 
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des opérations n'en ont plus à la fin. Ce sont seulement trois constantes arbi- 
traires, et la façon dont elles entrent dans les coordonnées de la Lune dépend du 
procédé d'intégration adopté. Les expressions analytiques des coordonnées en 
fonction de /, a, e, y, (/), (g) et (h) ne seraient donc pas comparables dans deux 
théories différentes. Delaunay a voulu donner aux constantes a, e et y un sens 
précis, et, pour cela, il lésa remplacées par trois autres a t9 e s et y 4 , telles que : 

i° Le coefficient de sin/ dans la longitude Y ait la même forme que dans le 
mouvement elliptique, savoir 

i 3 5 5 

ce qui reproduira le premier terme de l'équation du centre; 

2° Le coefficient de sin ("#-f- /) dans la latitude ait aussi le même coefficient 
que dans le mouvement elliptique, savoir 

3° Le coefficient de / dans la longitude moyenne h + g-hl soit égal à 

On y arrive en remplaçant a, e, y respectivement par a,, e t et y 4 augmentés 
de corrections convenables; finalement, on supprimera les indices de a i9 e K 
et y, . On substituera les anciennes valeurs de 0, e et y en fonction des nouvelles 
dans les trois coordonnées de la Lune, dont on obtiendra ainsi les valeurs 
réduites. Ces expressions définitives des coordonnées sont données dans les 
pages 803-924 du Tome II. 

Delaunay introduit en même temps les quatre arguments fondamentaux : 

D = h -h g -+- / — /*' — g 1 — l' — distance moyenne de la Lune au Soleil; 
F — g 4- / = distance moyenne de la Lune à son nœud ascendant; 
/ = anomalie moyenne de la Lune; 
V — anomalie moyenne du Soleil. 

Un argument quelconque (3o) des formules finales devient ainsi 

i7 + i' (F -/)-+- *"(D — F+/') + 

c'est-à-dire une combinaison linéaire des quatre arguments fondamentaux qui 
sont chacun de la forme a -h [ï/. 

Delaunay n'a pas fait les substitutions entrainées par les diverses opérations 
dans les valeurs initiales de L, G, H, /, g f h> ce qui lui aurait permis d'obtenir 
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en fonction explicite du temps les valeurs des éléments osculateurs à un instant 
quelconque. Il ne Ta pas fait parce que les calculs, déjà très longs, seraient 
devenus considérables; aussi s'est-il borné à remplir le but final, en donnant 
les trois coordonnées de la Lune. Hâtons-nous de dire qu'il serait aisé de com- 
bler cette lacune, en partant des données très claires et très complètes du 
grand Ouvrage de Delaunay. Mais, en consultant l'engrenage des opérations 
successives, il est facile de voir que les éléments osculateurs a, e, y seraient 
développés en séries de cosinus des multiples des quatre arguments fondamen- 
taux. D'ailleurs les différences entre les valeurs que prennent les quantités /, g, /*, 
au commencement d'une opération et à la fin, sont des séries de sinus des mul- 
tiples des arguments, et l'on en peut conclure que l'anomalie moyenne de la 
Lune, la longitude du périgée et celle du nœud, dans l'ellipse osculatrice, sont 
égales respectivement aux quantités 

(/) 4- / *, (h) 4- (g) 4- + * # ) t, (h) 4- ho t, 

augmentées de séries de sinus d'arguments de la forme 

aD + a'F + a'/ + a*/ f , 

de sorte que h -\- g et h désignent respectivement les moyens mouvements 
du périgée et du nœud. 
Enfin, dans les formules finales, on a posé 



n' I m 1 a\]a 

"""Vf* a' \ja! 



de sorte que les coefficients des diverses inégalités sont des séries ordonnées par 

rapport aux puissances entières des vraies constantes e % y, ~> m et e\ n désigne 

en dernier lieu le moyen mouvement constant, et les coefficients du temps dans 
les arguments fondamentaux sont égaux à n — n', n — h 09 n — (h 4- g*), n\ 

L'inspection des expressions réduites des coordonnées de la Lune montre 
qu'elles sont de la forme 

V = const. + n/+2*sin[iD± 2kF ± jl ± //'], 
(3i) | U= ^tàsin[iD ± (2k -+- i)F dz jl ± fl'], 



^ecos[iD± 2 A- F ±jl±j't'] 9 
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où l'on a 

X = eJe'ry** F» (m, e\ y\ ^, e'*"), 
(3a) > ^ = eJe'J'y* k + x Q x (m y e*, y\ ^, e'^, 

G zzzeJe'J'y^ W^m, e\ y\ ~, e'^, 

/, k,j etj' désignant des nombres entiers positifs ou nuls. On peut donc, d'a- 
près les valeurs de y, /' et k, trouver immédiatement une limite inférieure des 
ordres de x, ifc, a relativement aux petites quantités e, e 1 et y. Il serait intéres- 
sant d'avoir des données sur les ordres de x, offe, e relativement à m; voici ce 
qu'il est permis de juger, par induction : 

Pour i = o, «Ko, offe, G sont de Tordre de m 9 excepté si f = o, auquel cas ces 
quantités sont de l'ordre o; 

Pour / = ip, x 9 ui>, G sont au moins de l'ordre de m p ; 

Pour i = t, x, ofc, G contiennent le facteur — , et sont de l'ordre o ou i relati- 
vement à m; 

Pour i= 3, x, ifi>, G renferment tous le facteur —,m. 



105. Réflexions sur la théorie de Delaunay. — Cette théorie est très 
intéressante au point de vue analytique; dans la pratique, elle atteint le but 
poursuivi, mais au prix de calculs algébriques effrayants. C'est comme une 
machine aux rouages savamment combinés qu'on appliquerait presque indéfi- 
niment pour broyer un obstacle, fragments par fragments. On ne saurait trop 
admirer la patience de l'auteur, qui a consacré plus de vingt années de sa vie 
à l'exécution matérielle des calculs algébriques qu'il a effectués tout seul. 
Aujourd'hui sa théorie de la Lune est incontestablement la plus parfaite; celle 
de Hansen, comme nous le dirons bientôt, lui est équivalente en précision, 
mais elle ne donne pas les expressions analytiques des coefficients, elle n'en 
donne que les valeurs numériques. 

Cependant la théorie de Delaunay laisse un certain nombre de desiderata 
que nous allons indiquer. Les mouvements moyens du nœud et du périgée, 
Â et A -t- g 09 ainsi que les coefficients des diverses inégalités, se trouvent déve- 
loppés en séries suivant les puissances entières de e 9 e' f y, ^ et m; le grand 

ennui vient de ce que les séries n'offrent relativement à m qu'une convergence 
médiocre. 
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Ainsi Delaunay a trouvé {Comptes rendus, t. LXXIV, 2 janvier 1872) : 



n 



#0 



3 , Q „ 273 . 

7 m* ■+- ~ m 3 -+- -~ 

4 ài 128 



9797 mS 
2048 m 



'99 2 7 3 
24 576 



m' 



6 65 7 7 33 
58g 824 



m 



(33) 



n 



225 

"31 



m' 



4071 
128 



4- 



m 



1 273 925 965 
589824 

32 i45 882 707 74 1 
679 477 248 



265 4g3 
2048 

71 028685589 

7 077 888 



12 822 63 1 
24 576 



m 1 



m 



nous n'avons pas écrit les termes moins importants qui contiennent en facteur 
les quantités e 2 , e' 2 , y 2 , — r Quand on donne à m sa valeur numérique 0,074 8oi3, 



Termes en m*. 

» m 1 , 

» m*, 

» /n 8 , 

» m 6 

» m 1 

» m 9 

» m» 



r les termes de 






n n 


h„ 


h -h g<> 


n 


n 


— 0,004 196 43 


-h 0,004 19643 


-+- 0,000 117 71 


-h 0,002942 80 


-h 0,00006677 


-h 0,000 995 70 


-h 0,000 01 1 20 


-h 0,000 3o3 58 


-+- 0,000 001 42 


-h 0,000 091 39 


-h 0,000 000 i5 


H- , 000 028 3o 




-h 0,000 009 84 




■+- 0,000 oo3 47 


— 0,003999 18 


-h 0,008 571 5i 



On voit que la série qui donne le mouvement moyen du périgée converge 
très lentement; la valeur exacte de la série en m est 0,00857257, de sorte que 
le quatrième chiffre donné par Delaunay est en erreur. On peut prévoir que, 

pour avoir le mouvement du périgée à 5o( ^ 000 de sa valeur, ce qui serait dési- 
rable, il aurait fallu pousser les calculs jusqu'au terme en /n 44 ; pour le nœud, 
la valeur exacte de la série en m est — 0,003999 iG; la précision est presque 
suffisante. Ainsi la théorie de Delaunay ne donne pas avec assez de précision le 
mouvement du périgée, dont la valeur devrait être empruntée aux observations. 
Nous verrons bientôt comment MM. Hill et Adams ont réussi depuis à calculer 
% avec toute la précision désirable les séries (33). 
M. Adams a observé en outre que, en posant 



m ~ 



m 



1 -h /n, 



les séries précédentes, étant ordonnées suivant les puissances de m K , deviennent 
beaucoup plus convergentes. (Voir Bull, astron., t. IX, p. 374.) 

T. - III. 3o 
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Le même défaut de convergence se manifeste dans les coefficients des 
diverses inégalités. Ainsi la longitude Y renferme l'inégalité 

/ai ia33 „ i4qi3 . \ . . ... 
f -j-m-t- m-->r m» -h. . .JeVsm(/ — /'); 

nous n'avons pas écrit dans la parenthèse les termes en e 2 , y 2 , e *, ... ; la mise 



en nombres donne 

Terme en ee'm 74*58 

» ee'm 11 4o,94 

» ee'm 1 i8,5a 

» ee'm* 8,11 

» ee'm 1 3,66 

» ee'm 6 1,72 

» ee'm 1 o,85 



Delaunay a donc été jusqu'au terme en ee'm 7 , qui est du neuvième ordre, et 
il n'a pas été assez loin, puisque ce terme est encore de o",85. Il a pris le parti 
d'ajouter un complément probable déterminé par extrapolation, d'après les diffé- 
rences ou plutôt les rapports des termes précédents; dans le cas actuel, il 
assigne au complément la valeur 4- o",()i ; ici encore, pour avoir sûrement le 
centième de seconde, il semble qu'il faudrait aller jusqu'au terme en ee'm ik ^ 
qui serait du seizième ordre. 

Donnons encore quelques exemples analogues : 

L'argument de l'évection est 2D — /; son coefficient contient de petits termes 
dont nous allons écrire les valeurs : 



Terme en ee'*m — 2J23 

» ee'*m* — 0,64 

» ee'*m* + o,3a 

» ce'+m* -+- 0,43 



Delaunay assigne comme complément probable -ho", 20. 

Le coefficient de sin(D •+- /') dans la longitude contient les parties suivantes : 



Terme en —, e' 
a 



-4-22*1 3 
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Delaunay suppose nul le complément probable. Enfin, voici, pour terminer, 
des données analogues pour trois autres inégalités de la longitude : 



sin(aD — 


-n. 


sin(2D — 


il). 




sin(4D — il). 




Terme en e*e'm:. . . 




Terme en e*m.. . 


• -f-i3o^79 


Terme en e*m*. . . 


+ 15:29 


» e*e'm*... 


-+- o,35 


» c'/n 1 .. 


-4- 46,09 




e*/n 3 . . . 


-H 9i4o 


» e*e'm*. . . 


-h 1,26 


» é 1 m % . . 


-h 22,28 




e*m k . . . 


4,o4 


» e*e'm k ... 


-+- 1,16 


» e*m k . . 


H- 8,i3 


M 


e 1 m 1 . . . 


-+- 1 ,5i 


» c'e'm 8 ... 


-+-0,82 


» e*m*.. 


-4- 3,l8 


» 


e*m s . . . 


0,53 


» e*e'm*... 


0,49 


» e*m*.. 


-+- 1 ,3 1 












» e^m 1 . . 


-h o,54 









M. Airy a cherché à remédier à cet inconvénient (*); il a adopté pour point 
de départ les expressions numériques calculées sur les formules de Delaunay, 
et, au lieu d'évaluer les compléments probables des coefficients des principales 
inégalités, il les considère comme des inconnues et cherche à les déterminer 
par le calcul, en substituant dans les trois équations différentielles du mouve- 
ment [équations (a") du 1. 1, p. 92] les expressions des coordonnées de la Lune. 
Le résultat de la substitution ne contiendra les compléments qu'au premier 
degré, parce que ces compléments sont petits et qu'on peut négliger leurs 
carrés. 

Les calculs auxquels conduit la méthode de M. Airy sont néanmoins considé- 
rables; ils ont duré plus de dix ans, et il ne semble pas que réminent astronome 
soit arrivé à s'affranchir de toutes les causes d'erreur. Pour plus de détails, 
nous renverrons le lecteur au Bulletin astronomique (t. IV, p. 274-286 et 383), 
où M. Radau a donné une analyse étendue du Mémoire de M. Airy. Nous nous 
bornerons à dire que l'une des causes d'insuccès de la nouvelle tentative pro- 
vient de ce que Delaunay n'a donné le développement de * qu'avec les termes 

du cinquième ordre, ce qui était largement suffisant pour le calcul de la paral- 
laxe; mais la valeur que M. Airy en a conclue pour r n'est pas suffisamment 
précise. 

106. Comparaison entre Hansen et Delaunay. — Hansen n'a pas déve- 
loppé les expressions analytiques des coefficients des inégalités, précisément 
pour éviter le peu de convergence des séries. Aussi la comparaison des valeurs 
numériques auxquelles il est arrivé, avec celles de Delaunay, présente-t-elle 
un vif intérêt. Cette comparaison qui demandait un travail préparatoire, parce 
que les inégalités ne sont pas présentées sous la même forme dans les deux cas, 
a été faite par M. S. Newcomb (Astronomical Papers, 1. 1, p. 59-107). Ce savant 
astronome a pris ce que deviennent les nombres de Delaunay, quand on emploie 



(') Airy, Numerical Lunar TJieorjr. London, 1886; in-4. 
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pour e, é , y et ^ les valeurs adoptées par Hansen et que, en outre, on tient 

compte des compléments probables publiés par Delaunay dans les Additions 
à la Connaissance des Temps pour 1869. Voici le résultat de la comparaison pour 
les principales inégalités de la longitude : 



Arorumeiits. 


Hansen. 


Delaunav. 


11.— D. 


H. — D*. 


D.— D*. 


TV 


— 12^,43 


— 125,98 


-+- o,5o 


-h 0,00 


— ,49 




H- I , JJ 


_ Q _ 
"H 0,t>7 


-h 0,40 


-f- 0,46 


,00 


1 /' 


-r- I40,07> 


-f- 140, 4i 


- 0,4! 


-4- ,56 


+ °)97 


/ T\ «. 7 1 /' 


_ «>/» 

— o,3o 


— 0,67 


o,ii 


o,3i 


,00 




-1- 1,09 


1 ,38 


— 0,29 


— o,Jo 


— 0,01 


a u — 2 1 -h t .... . 


-h 2,5a 


-f- 2.27 


-h o,a5 


-f- 0,o!> 


-h , 4*> 


_ TA / . 11 


— 28 ,56 


— 28,32 


— 0,24 


-+- °,9i 


. . Q 

-r- I , Io 


_ T\ I . „ /' 


— 2,54 


— 2,3d 


— 0,19 


— o,3a 


— O, 10 


T\ „ / 


— 1,78 


— 1,^9 


- 0,19 


— 0,28 


— 0,09 


4D-/+-/'. , ,. 


— 0,64 


— 0,83 


-h 0,19 


-r 0,19 


0,00 


4D — /' 


- 1,89 


-h 1,71 


-+- 0,18 


-f- 0,22 


-h 0,04 


aD — 3/ 


-h l3,I9 


■+■ i3,3a 


— o,i3 


-f- 0,04 


+ 0,17 


2D — il 


-h 21 1 ,71 


2 1 1 , 84 


— 0, i3 


-+- 0,25 


H- o,38 


3D 


-+- 0,41 


o,54 


— o,i3 


— O, l6 


— o,o3 


aD-/ 


-4-4586,56 


n-4586,44 


-+- 0,12 


-h 0,32 


-h 0,20 


2 D — /— V 


-r- 206,46 


-T- 206,34 


-+- 0, la 


— 0,08 


— 0,20 


2F — aD — /' 


-h 1 ,55 


1,43 


-h 0,12 


H- 0, 12 


0,00 


4D — aF — / ... . 


-1- 0,22 


-h 0,34 


— 0,12 


— 0,12 


0,00 


3D-/ 


— 3,23 


— 3,12 


— 0,II 


— 0,25 


— 0,14 




1,18 


-+- I ,08 


0, 10 


-h 0,22 


-f- 0,12 


4D-h/ 


-h 1,98 


-+- 1,88 


-h 0,10 


-h 0,12 


-h 0,02 



La première colonne reproduit les arguments de Delaunay, la seconde les 
coefficients de Hansen, la troisième ceux de Delaunay, la quatrième les diffé- 
rences Hansen moins Delaunay. La cinquième colonne renferme les différences 
H. — D*., obtenues sans tenir compte des compléments probables; elles sont 
extraites du Tableau plus complet que nous avons donné plus haut (p. 1 12-1 15); 
enfin la sixième colonne contient les compléments D. — D*. On n'a inséré ici 
que les vingt et une inégalités pour lesquelles la différence H. — D. est au moins 
égale à o", 1 en valeur absolue. On voit donc que, sur l'ensemble des inégalités 
de la longitude, il y en a seulement vingt et une dont les coefficients diffèrent 
de o", 1 ou plus dans les deux théories; sur ces vingt et une différences, qua- 
torze sont comprises entre o",i et o",2, trois entre o",2 et o",3, une entre o",3 
eto",4, deux entre o",4et o", 5, une entre o",5 et o",6. L'accord est en somme 
très satisfaisant et montre que la faible convergence des séries n'a que peu d'in- 
fluence sur les résultats de Delaunay. M. Wilding a effectué la comparaison 
entre les deux théories pour les inégalités de la latitude (Monthly Notices, t. XL; 
1879); l'accord est également très satisfaisant. 

On peut conclure de là, en tenant compte des travaux supplémentaires de 
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MM. Hill et Adams, auxquels nous avons déjà fait allusion et dont nous parle- 
rons bientôt, que les perturbations de la Lune qui proviennent du Soleil, sup- 
posé se mouvoir dans une ellipse invariable, sont maintenant calculées avec 
une précision presque suffisante. Cela est établi par l'heureux accord de deux 
théories entièrement différentes. Les écarts sensibles qui subsistent malheu- 
reusement encore entre les Tables de Hansen et les observations de la Lune 
doivent donc avoir une autre source. Delaunay espérait sans doute que sa 
théorie les expliquerait en partie; sa mort prématurée Ta empêché de pour- 
suivre ses recherches dans une autre direction. 

107. Modification possible de la méthode de Delaunay. — L'un des incon- 
vénients les plus sensibles de la méthode d'intégration adoptée par Delaunay, 
c'est que, comme on l'a vu (p. 228), les éléments canoniques L, G, H, qui figu- 
rent dans les équations différentielles, ne servent que d'intermédiaires pour arri- 
ver aux éléments a, e, y, qui figurent dans la fonction perturbatrice et dans les 
expressions finales des coordonnées. Or il serait possible, ainsi que l'a remar- 
qué M. Poincaré, d'introduire un autre système d'éléments canoniques, suscep- 
tible d'être employé en même temps au développement de la fonction pertur- 
batrice. 

Pour l'obtenir, nous partirons de la formule de Jacobi que nous avons 
rappelée plus haut (p. 204), et qui montre qu'on peut passer d'un système cano- 
nique a £ , bi à un autre a,-, (3,- à l'aide des relations linéaires 

|«i + Pi =Pibi H- Çi b % -+- r^,, 

= -+- q%*\ -+- 7s «s> Pi —P^i +- q%b% -h r,& 8 , 
a 3 = / j «! 4- t\ a s -+- r z a,, (3 3 =p i b i -{- b s -4- r 3 b Zy 

où p g9 q i9 r t - sont des coefficients numériques. Nous en avons déjà déduit les rela- 
tions (I*), en faisant usage des coefficients suivants : 

Pl> p%> p»> Pu o» o> 

o, I, o, /?,, I, o, 

o , o ? 1 , p 3 , o , 1 . 

Nous aurons, de même, les relations dont nous avons besoin ici, en prenant 
les coefficients 

I, I, I, 1, o, o, 

o, —1, —1, 1, —1, o, 

o, O, —I, I, —I, —1. 

Ces relations sont les suivantes : 

/ a { = a, -+- a 2 -f- a s , (3 t = b Y , 

(35) | a x = — aj — «3» Pi = &i — &i> 

[ a,,— —«i, (3 3 — — 6j — 6 S , 



*i = Pi-Pi, 
£3 = Pi- (3,. 
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On voit que, si le système a,, (3, représente /, g, h, L, G, H, le système a h 6, 
représentera les nouveaux éléments. 



que nous désignerons par 



(36) 





L, 


• 


-g- h, 


L — 


G, 




G- 


H, 


1 ll 


L, 




< — rs, 


P, 




f - A, 







X est la longitude moyenne, rs la longitude du périhélie , h la longitude du 
nœud; ensuite 

IL — sjpa, 
P — (i — y/i — e*) L = e 1 (\ -h ^ e J -+- g e s -+- . . . ^ L, 
Q — 2 y*G = 2y i \/T^ë 1 L. 

Les arguments de la fonction perturbatrice, qui dépendent de /, g, h, /', g*, h', 
pourront être facilement exprimés en fonction de X, trr, A, X', g/, à'; mais la 
transformation des coefficients ne pourra se faire aussi simplement, car on aura 

P P« f Q 

' S==2 L-Li' *t =L = P' 

d'où 



(38) * x 7 



/'Q / P 3 P 1 \ 



On conçoit cependant que la méthode d'intégration puisse s'appliquer aux 
éléments canoniques qui viennent d'être définis. 

Si, maintenant, nous avons recours au théorème en vertu duquel deux élé- 
ments canoniques a, b peuvent être remplacés par sjzacosb, faasinb, ou, ce 

qui revient au même, par — y/zasinb, -+- y/zâcosb, il est facile de voir qu'à la 
place du système (36) nous pouvons employer le suivant : 

j h L, 

(3g) \ l — y/ 2 P cosro, n = ^2Psinm, 

p = y/aQ cos/i, q — v^O sin/r. 



Suite de la théorie de la lune de delaunay. a3c) 
On aurait d'ailleurs 



^ -+- r,*= 2P =e 2 -h -e 2 -+- . . . j L, 



Des relations 



e ecoscr esin&r y ycosh ysin/i 

V^ÏP~ l ~ -n yTQ ~~ " P ~~ <i 

rapprochées des formules (38), M, Poincaré conclut que ecostar, esintrr, ycosA 
ysinA sont développables suivant les puissances de £, y), p y q, et que la fonc 
tion perturbatrice est développable suivant les puissances de £, yj, p f q, r\' 
p, q'\ elle peut être amenée à la forme 

où N dépend de L, L'. Mais cette forme ne se prête plus à la méthode d'intégra 
tion précédemment développée. 



2^0 
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CHAPITRE XIII. 

ACCÉLÉRATION SÉCULAIRE DE LA LUNE. 



108. Découverte de l'accélération séculaire. — La Lune est le seul astre 
pour lequel les observations aient mis en évidence une accélération séculaire. 
Pour les planètes, la longitude héliocentrique peut se mettre sous la forme 

L = c -h n 1 -4- p, p = 2 B sin ((3* -h (3'), 

où c, n Q , B, p et (î' désignent des constantes. Il en résulte que, si Ton considère 
trois époques aussi distantes que possible, / , t t et t 2 , t < t s <^t 2 , on aura, en 
mettant aux lettres L et p les indices correspondants, 

L = c -h n f -f- p , L, — c n *j-f- p,, L t = c -b n Q p„ 

d'où 

_ L, — p! — (Lp — pp) L, — p, — (_L|— pi) 

fIq — y /Ïq — ■ j 

l x — t l s — £ l 

c'est ainsi qu'on détermine réellement n . Or, dans le cas de la Lune, les deux 
valeurs ainsi trouvées pour n sont différentes; la seconde est plus grande que 
la première; le moyen mouvement de la Lune va donc en s'accélérant. On 
obtiendra cet effet en supposant que l'expression de la longitude de la Lune 
contienne un terme proportionnel au carré du temps, que nous représenterons 

par <j (^7^) = ffS a , t désignant le temps compté en années juliennes de 365 J , 25 

et S le nombre de siècles correspondant. On aurait donc 

L = c-hn t-\-v ^-L y + 2 Bsin(|3*H- (3'); 
c est ce que l'on nomme le coefficient de l'accélération séculaire. 
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Cette inégalité importante a été découverte parHalley (•) qui utilisa quel- 
ques-unes des anciennes éclipses de Lune de l'Almagesle, d'autres éclipses ob- 
servées par les Arabes vers la fin du ix e siècle, et enfin les observations de son 
temps. Il avait ainsi les trois époques / , /< et t 2 . En outre, /< se trouvait tenir à 
peu près le milieu entre i et / 2 . Halley obtint dans le second intervalle une 
valeur de n plus grande que dans le premier. Il constata ainsi l'accélération, 
mais sans pouvoir en fixer la grandeur. 

Pour trouver une première évaluation de <j, il faut attendre plus d'un demi- 
siècle. Dunthorne ( a ) obtient <j = 10". A peu près dans le même temps, et d'une 
manière indépendante, Tobie Mayer s'occupa de la même question, en vue de 
donner à ses Tables de la Lune la plus grande précision possible, et il trouva 
a = 6", 7. Ces Tables parurent en 1752; une seconde édition fut publiée après 
la mort de l'auteur, en 1770, d'après le manuscrit laissé par lui; la valeur de 
l'accélération séculaire y est portée à 9", sans que l'on sache pour quelle raison 
il a augmenté ainsi de 2", 3 la valeur primitivement adoptée. Lalande a repris le 
même sujet (•) et donne a = g", 886. 

Les différences entre les déterminations précédentes tiennent à ce que les 
auteurs n'emploient qu'une partie des éclipses de Ptolémée, une ou trois par 
exemple sur dix-neuf, de même pour les éclipses des Arabes; enfin les Tables 
lunaires dont ils se servent sont différentes, et il faut que ces Tables donnent 
pour l'ensemble des inégalités périodiques de la Lune une valeur assez exacte. 
Nous verrons dans un autre Chapitre à quelle valeur on est conduit quand on 
utilise tout le matériel dont on dispose et que l'on a recours aux meilleures 
Tables de la Lune. 

Quoi qu'il en soit, l'ensemble des recherches de Dunthorne, Tobie Mayer et 
Lalande mettait hors de doute l'existence même de l'accélération, et permettait 
de lui assigner une valeur comprise entre 6", 7 et 10". 

109. Explication théorique de l'accélération séculaire. — Lagrange, qui 
avait cherché vainement à se rendre compte par la théorie du fait de l'accéléra- 
tion séculaire, émit des doutes sur sa réalité, trouvant les anciennes observa- 
tions trop vagues et trop discordantes pour qu'on en puisse tirer des données 
précises. Laplace, de son côté, crut un instant que Ton pourrait expliquer le 
phénomène, en admettant que la transmission de l'attraction, de la Terre à la 
Lune, ne soit pas instantanée. Il fit remarquer aussi qu'un ralentissement dans 
la durée de la rotation de la Terre sur elle-même, ne fût-il que de o\oi depuis 



(*) Transactions philosophiques de la Société royale de Londres, n°204; 1693. 
(*) Ibid., n°492; i 7 4 9 

(*) Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris, 

T. - III. 3i 
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Hipparque, produirait une accélération séculaire supérieure à 10"; mais il res- 
tait à assigner une cause à cette variation du jour sidéral. 

En 1783, Lagrange revient encore sur la question et fait voir que les varia- 
tions séculaires de l'excentricité et de l'inclinaison d'une planète peuvent pro- 
duire une équation séculaire dans la longitude d'un astre voisin. Faisant l'ap- 
plication de sa théorie aux actions réciproques de Jupiter et de Saturne, il 
n'obtient que des résultats négligeables, et, par une conclusion trop hâtive, il 
admit qu'il en serait de même de tous les autres corps de notre système; il se 
laissa ainsi enlever par Laplace l'honneur d'une découverte contenue implici- 
tement dans ses formules. 

C'est en travaillant à la théorie des satellites de Jupiter que Laplace fut mis 
sur la voie de l'explication cherchée; il reconnut qu'une variation séculaire, 
dans l'excentricité de l'orbite de Jupiter, produisait une accélération dans les 
moyens mouvements des satellites. En transportant les résultats à la Terre, il 
obtint un terme en i 2 dans la longitude de la Lune (voir p. 107). 

Nous allons calculer ce terme en employant la méthode de la variation des 
constantes arbitraires. On a, en désignant par n 9 l et £ le moyen mouvement, la 
longitude moyenne de la Lune et celle de l'époque, 

r , dl ds 

(.) l = e+Jndt 9 j £ = n+ Tt - 

Le moyen mouvement n se compose d'une partie constante n et de termes 

de 

périodiques. Quant à nous avons trouvé, dans le Chapitre IX, p. 146, 

de n r * ( o , 9 , 3 „ \ 

quand on aura remplacé <p et 0, e et ts par leurs valeurs (D) et (D,), pages i52 

de 

et i54, on trouvera que ^ se compose de termes périodiques et de la portion 

(1-4- . . ) 

qui serait constante s'il en était de même de e'. Mais on sait que, en vertu de 
l'attraction des planètes, l'excentricité e' de l'orbite terrestre varie lentement. 
La loi de cette variation est compliquée; toutefois, pendant un assez grand 
nombre de siècles, on peut (Annales de V Observatoire, t. IV, p. 102) se borner à 

e'=e' — aty e' = 0,016 771, a = •+- o , 000 000 fafô y 



où t est compté en années juliennes à partir de i85o,o. On voit que e' diminue 
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lentement, parce que a est positif et très petit, et que, si l'on néglige a 2 , 
i comprendra une série de termes périodiques, la partie constante 



/i'Y 3 . t \ 




En intégrant et portant dans (i), on voit que / se composera d'une série de 



Cette valeur de a est positive, et c'est bien une accélération qui se trouve 
réalisée. Laplace trouva pour <r le nombre n", i35, qu'il réduisit plus tard 
à io",i8, par suite d'une modification dans les masses de Mars et de Vénus; 
avec les masses admises aujourd'hui, il aurait obtenu 10", 66. On voit que Laplace 
était arrivé presque exactement au nombre de Dunthorne et de Lalande. On 
fut ainsi conduit naturellement à admettre la valeur théorique de l'accélération 
séculaire, et, à partir de la publication du Tome III de la Mécanique céleste, on 
la fixa à 10", et c'est cette valeur qui fut introduite dans les Tables de Bùrg et 
de Burckhardt. 

Une réflexion importante doit être faite ici : l'observation avait devancé la 
théorie dans la découverte de l'accélération séculaire; mais la théorie va prendre 
sa revanche en nous montrant comment se passeront les choses dans l'avenir le 
plus reculé. On sait, en effet, par la théorie des inégalités séculaires, que l'ex- 
centricité ë ne diminuera pas toujours; dans 24000 ans environ, elle aura 
atteint son minimum et commencera à augmenter, variant ainsi périodique- 
ment dans un cycle immense. Il est donc prouvé par la même que le moyen 
mouvement de la Lune n'augmentera pas toujours, et qu'il finira par diminuer, 
repassant à la longue par les mêmes grandeurs, de part et d'autre d'une valeur 
moyenne. 

Laplace montra aussi, comme nous l'avons déjà vu, pages 102 et 104 de ce Vo- 
lume, que la diminution séculaire de e' produit des variations séculaires dans les 
mouvements du périgée et du nœud de la Lune, et il en détermina les expressions* 
Pour juger de l'amélioration que la variation séculaire du périgée, indiquée par 
sa théorie, introduirait dans les Tables, il pria Bouvard de comparer à ces Ta- 
bles les anciennes observations d'éclipsés, en négligeant d'abord la variation du 



termes périodiques et de la portion 




où l'on a fait 



N = n -h v, 



a = 1 5 000 — e' a 



== i5ooom*e' rt a. 
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périgée et, ensuite, en en tenant compte. Les résultats obtenus par Bouvard sont 
consignés dans un Tableau inséré dans les Additions à la Connaissance des 
Temps pour Van VIII; on y voit que les erreurs des Tables sont améliorées sensi- 
blement par l'introduction de la variation séculaire du périgée. 

Après Laplace, Plana avait calculé avec plus d'exactitude le coefficient de 

e /i a* a dans la longitude de la Lune; au terme unique + -m a , il en avait 

ajouté vingt-sept autres plus petits, et l'ensemble lui avait donné <r = io",58. 
Damoiseau avait obtenu de son côté 10^,72; c'était, en somme, la confirmation 
du résultat de Laplace. 

i 10. Recherches sur les éclipses chronologiques. — La question histo- 
rique, délaissée pendant longtemps, entra dans une phase nouvelle lorsque 
Baily eut signalé en 181 1, dans les éclipses totales de Soleil, un nouveau et 
précieux moyen de contrôle pour les Tables de la Lune. Voici dans quel sens : 
les historiens de l'antiquité, à partir du v c siècle avant l'ère chrétienne, nous 
ont transmis des récits plus ou moins nets d'éclipsés totales de Soleil qui se- 
raient arrivées en certains lieux, presque toujours au moment d'événements 
historiques d'une grande importance, mais sans faire connaître l'heure du phé- 
nomène, ni le jour, ni même l'année, le plus souvent. 11 y a donc, entre ces 
éclipses de Soleil et celles que nous avons mentionnées jusqu'ici, une différence 
importante; les dernières seules sont rapportées à une date précise et même à 
une heure déterminée. 

Cependant, si l'on a égard à ce fait connu que, dans chaque éclipse de Soleil, 
les régions de la Terre recouvertes par l'ombre pure de la Lune (zones de la 
totalité) forment une bande très étroite; si l'on se rappelle que, en un lieu 
donné, les éclipses totales de Soleil sont très rares, qu'à Paris, par exemple, 
on n'en aura vu qu'une pendant toute la durée des xvni c et xix e siècles, qu'à 
Londres on a été pendant cinq cent soixante-quinze ans sans en observer une 
seule, depuis 1 140 jusqu'en 17 1 5, et que, depuis l'éclipsé de iji5, on n'y en a 
pas vu d'autres; on comprend que, si l'on savait positivement qu'en un lieu 
donné de la Terre on a observé une éclipse totale de Soleil, à une époque non 
exactement fixée, mais cependant comprise entre des limites de temps pas trop 
espacées, on comprend, disons-nous, qu'on en puisse tirer des conclusions pré- 
cises sur les valeurs de certains éléments de l'orbite lunaire à cette époque et 
en particulier sur le moyen mouvement correspondant. En supposant à cette 
dernière quantité une variation très faible, l'éclipsé calculée par les Tables 
peut cesser d'avoir été totale au lieu considéré. Il peut se faire toutefois qu'il 
y ait lieu de faire varier d'autres éléments, que la question de la date inconnue 
joue tout de même un rôle, que la position du lieu d'observation n'ait pas été 
nettement indiquée, et qu'enfin le vague des récits et la fable qui tend à se 
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mêler aux grands événements correspondants ne permettent pas toujours de 
savoir si l'on a eu réellement affaire à une éclipse totale de Soleil. Les erreurs 
des Tables peuvent jouer aussi un rôle important, et Ton conçoit que la méthode 
donne dans la réalité moins qu'elle ne semblait promettre. 

Quoi qu'il en soit, ces recherches intéressantes, inaugurées par Baily, ont 
été poursuivies avec sagacité par Airy {Transactions philosophiques de i853 
et Mémoires de la Société royale astronomique de Londres, t. XXVI; 1857), et 
l'autorité qui s'attache à tous les travaux de cet astronome éminent leur a 
donné une grande importance. Nous reviendrons en détail, dans la suite, 
sur les éclipses chronologiques. Bornons-nous, pour le moment, à dire que 
leur considération a conduit Airy, dans son Mémoire de i853, à donner à 
l'accélération séculaire la valeur io",72; dans son travail de 1807, où il s'est 
servi des nouvelles Tables de Hansen, il a même porté ce nombre à 12", 18, 
ajoutant qu'avec i3"on aurait encore une représentation plus satisfaisante de 
deux des éclipses en question. 

D'autre part, Hansen a calculé à plusieurs reprises, par sa [théorie, la valeur 
de l'accélération séculaire, et il a trouvé successivement 1 (Astron. Nachr., 
n° 443; 1842), n",47 (Astron. Nachr., n° 597; 1847), 12'', 18 (Tables de la 
Lune, publiées en 1857) et enfin 12", 56 (Darlegung, t. Il; 1864). 

Il y avait donc là un nouvel ensemble de recherches fondées sur la théorie et 
sur les anciennes éclipses, tendant à montrer que le nombre de Laplace était 
trop petit et devait être porté à 12", sinon à i3". 

iil. Recherches théoriques d'Adams et de Delaunay. — Ici se pré- 
sente un fait curieux dans l'histoire de la Science. Presque à la même époque 
où Hansen et Airy augmentaient le nombre de Laplace, Adams prouvait qu'il 
devait être diminué. 

Dans un Mémoire ( 4 ) lu à la Société royale de Londres le 6 juin i853, 
Adams montrait en effet que Plana et Damoiseau, quand ils avaient voulu 
déterminer l'accélération séculaire avec plus de précision que Laplace, avaient 
commis une grave erreur en intégrant les équations différentielles comme si e' 
était constant, et se bornant à remplacer e' par sa valeur en fonction du temps, 
une fois les intégrations effectuées; cela n'est permis que dans la première 
approximation. Adams intègre en tenant compte de la variabilité de e\ et il 
trouve pour le coefficient de 2e' n Q <x.t 2 ou, ce qui revient au même, pour le 

coefficient de l'intégrale / (V 2 — e' 2 )n dt, la valeur 




(!) Transactions philosophiques, p. 397; année i853. 
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tandis que Plana avait obtenu 



3 , 2187 

-m» ^m* s 

2 128 



soit un coefficient de m* trois fois trop faible. Le nouveau terme en m* dimi- 
nuait de i",66 environ l'accélération de Laplace. Adams disait, en termi- 
nant son Mémoire : « Ce résultat sert à donner une idée de l'importance numé- 
rique des nouveaux termes qui doivent être ajoutés à la valeur adoptée pour 
l'accélération séculaire et ne différera probablement pas beaucoup de la cor- 
rection complète, bien que, pour obtenir une valeur suffisamment précise pour 
être employée dans le calcul des anciennes éclipses, les approximations doivent 
être poussées beaucoup plus loin. » 

Plana, qui se trouvait directement mis en cause, examina de nouveau la 
question. Dans un Mémoire imprimé en i856, il reconnut que sa théorie était 
inexacte, et, en la corrigeant, il trouva d'abord pour le terme en m* le même 
coefficient qu'Adams; mais bientôt il revint sur son calcul et s'arrêta à une 
valeur du terme en m k qui différait à la fois de celle qu'il lui avait attribuée 
dans son grand Ouvrage et de celle qu'Adams avait trouvée de son côté. 

La question était ainsi en suspens quand Delaunay vint à s'en occuper, en 
suivant une méthode différente de celles qui avaient été employées avant lui. 
Poussant d'abord le calcul de l'accélération séculaire jusqu'au terme en m\ il 

retrouva (*) identiquement pour ce terme la valeur — m*. Adams publia 

aussitôt ( a ) les valeurs qu'il avait obtenues depuis quelque temps pour les 
termes en m 5 , m* et m 7 ; en même temps, il fit voir que l'ensemble de ses 
recherches réduisait l'accélération à 5", 7. Bientôt après, Delaunay donna ( 3 ) 
l'expression complète à laquelle il était arrivé pour le coefficient de l'intégrale 

J( e 'v — e ' 2 ) n o dty en poussant l'approximation jusqu'aux quantités du hui- 
tième ordre, expression qui renfermait quarante-deux termes distincts et dans 
laquelle il avait retrouvé exactement tous les nouveaux termes d'Adams. Par 
suite de l'ensemble de ces quarante-deux termes, la valeur de l'accélération se 
trouvait portée à 6", 1 1 . 

Ces résultats furent vivement combattus par de Pontécoulant, mais par des 
arguments dépourvus de toute valeur et auxquels il est inutile de s'arrêter 
aujourd'hui. Plana finit par reconnaître définitivement son erreur, et le coeffi- 
cient de m* fut encore confirmé par Lubbock (Mémoires de la Société royale 
astronomique de Londres, t. XXX) et par M. Cayley (Monthly Notices , t. XXII), 



(*) Comptes rendus, t. XLVIII, 17 janvier i85g. 
(*) Ibid., 3i janvier 1809. 
( a ) Ibid., 25 avril i85g. 
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Pendant plusieurs années, Hansen affirma que ses calculs théoriques lui 
donnaient 12'' ou i3\ Cependant, à la fin, il reconnut qu'il avait commis une 
méprise analogue à celle de Plana et déclara que les calculs numériques 
d'Adams étaient exacts [Lettre à M. Warren de la Rue (Comptes rendus, t. LXfl, 
p. 704 et suiv.)]; néanmoins il soutint toujours que les éclipses chronologi- 
ques, qui étaient bien représentées avec une accélération de 12" ou i3", ces- 
saient de l'être avec le nouveau chiffre de 6". 

Toutefois, la question est tranchée sur un point important; la cause décou- 
verte par Laplace donne lieu, quand on fait les calculs complètement, à une 
accélération de 6", 1 1 . 

Il peut paraître surprenant que Laplace n'ait pas songé à calculer le terme 
en m* ; c'est peut-être à cause de l'accord presque complet que présenta le résul- 
tat de son calcul avec la valeur donnée par Lalande. 

Voici, à titre de document, pour donner une idée de la convergence de la 
série, quelques-uns des termes calculés par Delaunay (Comptes rendus, t. XLV1II, 
p. 825) : 

Terme en m 1 -+-10*659 

» m % » 

» rr* — 2,343 

» m» — 1 ,58a 

» /n 6 — °>7U 

» m 1 — 0,247 

» m* — 0,062 

On voit que le premier terme est positif; il est suivi d'une série de termes 
négatifs qui convergent lentement et dont l'ensemble forme presque la moi- 
tié du premier; il y a une certaine analogie avec ce qui s'est passé pour le 
périgée. 

Delaunay a effectué ce calcul complet en suivant sa propre méthode. (Voir 
les indications du calcul dans les Additions à la Connaissance des Temps pour 
1861.) Delaunay a aussi retrouvé (*) les termes en m* d'une façon très 
simple, en suivant la méthode de Poisson (voir p. 141 de ce Volume); c'est ce 
calcul très simple que nous allons exposer maintenant. 

112. Démonstration de Delaunay. — Nous partons de la formule (8), 
p. i45, qui donne 

dl 2 àK e dR <p àR 

(3) -7- = /* -j \ ; 1 — . 

x ' dt na ôa mer de ina x dep 



(*) Additions à la Connaissance des Temps pour 1862 



248 CHAPITRE XIII. 

Si l'on y mettait pour R sa valeur, on trouverait comme précédemment dans 

^ le terme — - ~-e' a « Pour avoir une précision plus grande, il faut procéder à 

la seconde approximation. La première approximation a donné les divers élé- 
ments de la Lune sous la forme p-h S t p; nous devrons mettre ces valeurs dans 
le second membre de l'équation (3) et procéder à une seconde approximation, 
et ainsi de suite. Chaque approximation nouvelle introduira de nouveaux 
termes en e' a , avec un facteur n' 2 de plus; l'exposant de rï mesurera donc en 
quelque sorte Tordre de l'approximation. Reportons-nous à l'expression de R, 
page 189, et considérons ses divers arguments. On peut se demander quelles 
combinaisons de ces arguments deux à deux pourront amener une partie non 

périodique dans ^ à la seconde approximation. Soit Acosa un terme trouvé 

à la première approximation dans ~ ; A et a seront des fonctions des éléments p ; 

pour la seconde approximation, nous remplacerons p par/? -+- S t p et nous déve- 
lopperons par la série de Taylor, en nous bornant à la première puissance 
des B t p. Le terme Acosa se trouvera ainsi angmenté de 

à A * . . dot. * 
cos a ^— 0, p — Asina-r-o,/?; 
dp dp 

m 

donc, si Bip contient des termes de la forme B ^(J, on trouvera, en substi- 



tuant, des termes en sin (a± (}) dont il faudra prendre seulement les parties 



cos 



non périodiques. Les arguments de R dépendent de 



/, /' désignant ici les longitudes moyennes, que Delaunay représente par 
/ •+- g -+- A, /' -f- g -f- h\ ou / -f- xs 9 V -+- gj' ; les termes qui dépendront des quatre 
premières quantités auront des périodes courtes, relativement aux périodes 
que nous considérons ici. Nous ne devrons donc garder dans les termes en 

^"(a ±l P) que ceux où l'argument est égal à o ou à un multiple de xst Mais, 

dans a et (2, la somme algébrique des coefficients de /, ts 9 0, /', xs' est nulle, et 
il en sera de même dans a =b (3 qui, par suite, ne pourra pas se réduire à un 

multiple de xs\ Donc, pour que le terme (a ± P) ne soit pas périodique, il 

cos 

faut qu'on ait a = ± [î; par suite, chaque argument doit être combiné seule- 
ment avec lui-même. 



-h -e' 1 
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Quels termes de R faudra-t-il prendre? Des termes en «\>e'-h ifce' 8 -+- . . . , que 
Ton réduira à xe\ et des termes en j^'-f- ift>V 2 eV 4 -f- . . . , que Ton réduira 
à ju'-h afi/e' 2 ; car le carré du coefficient contiendra, dans le premier cas, le terme 
Ji*V a et, dans le second, le terme ix'tàé 2 . Si Ton se reporte à l'expression 
de R, on verra dès lors que Ton doit la réduire à 

R = n'*a* 

(0) x[\ 3 

(1) ^ e 'Acos( a /-aO 
(H) — |e'cos(a/— l' — xa') 

O 

(III) -f- ^e'cos(2/ — 3/'-+-gj') 

(IV) - ?ee /î ^cos(/-ci) 

(V) — ?ee'cos(/H-/'~ gj — gj') 

4 

(VI) — 7 ee' cos (/-/'- m + *') 

4 

(VII) - ^e-^ee'*)cos(/- 2 l'+w) 
( VIII ) -i- Q e - ~ cos ( 3 / - i V - m ) 
( IX ) + cos (/ — /'+ ot — gj') 

(X) — ~ee'cos(/ — 3/'-+-gj -h gj') 

(XI) - |ee'cos(3/-/' — gï-gj') 

(XII) -4- ^L e e'cos(3/— 3/'-gj-+-gj') 

o 

(XIII) 4-^'C0S(/'-Gj')]. 

On a donné des numéros aux diverses parties. Gomme on doit combiner cha- 
cun des termes avec lui-même, il en résulte qu'on peut les considérer séparé- 
ment. 

Considérons d'abord la partie 



T. - III. 



(0) = /i"a« ^ 
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qui, portée dans la formule (3), donnera 



dl n'W 3 ,A 

— ■ =/l I -h - e' 1 ; 

dt n \ * J 

il faudra, dans le second membre, remplacer n par n-h8 t n; or ce second 
membre ne contenant pas s, on a S< n = o. Il n'y aura donc pas de changement, 
et la portion (O) ne nous donnera que ce que nous avions trouvé dans la pre- 
mière approximation, savoir 



3 


— e' 1 


2 


n 



113. Nous allons traiter ensemble les parties (I), (II) et (III), que Ton peut 
comprendre dans la forme 

(4) R = n' î a 1 Acos(2/-h«). 

A et a ne dépendent pas des éléments de la Lune. Ce sont néanmoins des fonc- 
tions du temps, A a cause de e\ a à cause de /' et xs'; le coefficient de t dans a> 
n\ 2/i'ou 3n', est petit par rapport au coefficient 2/1 de / dans 2/, et nous pour- 
rons négliger le premier par rapport au second, dans les intégrations que nous 
allons effectuer. Nous aurons, par (3) et (4), 

dl n'* 

(5) — = /i — 4 — Acos(a/-4- a). 

dt n 

11 faut calculer 

3 f*ôl\. C 
n — J —dt=z6n f *J A sin(2/H- a) dl. 

Intégrons par parties, en prenant m pour coefficient dans 2/4- a, et nous 
aurons 

o x n— Acos(2/H-a)H / cos(2/-+- a) -7- dl; 

n ' n J x ' dt 



A est fonction de t, mais varie avec une extrême lenteur. On peut admettre 
dk 
dt 



que ^ est constant, et il en résulte 



o, = A cos(2 / -t- a) n T -5- sin(2i -+- a). 



Calculons S,/; la formule (5) donne 

dà x l . 4/i' 



= <î, /i A cos(2/-f- a), 

dt n x 
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d'où, en remplaçant 8, n par sa valeur, 

—77- = — - — Acos(a/-h a) h r -r-sm(2/-f- a), 

et, en opérant comme précédemment et réduisant, 

(6) d t l = — — r-Asin(2/-ha) -j- cos(2/-h a). 

2/1* v 2/1 3 dt 

Il faut aussi avoir S a n et, pour cela, remplacer, dans la formule 



^ = 6n'*A sin(2/ -h a), 



/ par / -h S f /, ce qui donne 



d^* n — i2/i' , Acos(2/-f- a)8 l l; 
dt N 

remplaçons 8, / par sa valeur (6) et ne gardons dans —J— que la partie non 
périodique; nous trouverons 

dd t n i5/*' 4 dA 

HT ~ nT dt' 

2/1 8 

Revenons à la formule (5); augmentons-y n de S 2 n et / de S< /, et ne con- 
servons que les termes non périodiques; nous trouverons 

A/i' 1 $n'* 
d t n-h A cos ( 2 / h- a) 3, /i H A sin ( 2 / H- a) <î, /, 



ce qui se réduit à 



2 /l 3 /l 3 2/i 3 



Pour tenir compte des termes (I), (II) et (III), il suffit de donner, dans Tex 
pression précédente, à A les valeurs 



232 

On trouve ainsi les parties 
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128 n* 



24255 n n 
T28" ~rt e 



On peut remarquer dès à présent que les coefficients de j^J* sont considé- 
rables. 

Les termes (IV) à (XII) sont compris dans la forme 

(7) R = n'^aïek cos m, « = + © + a, 

A et a étant des fonctions de /, indépendantes des éléments de la Lune. Les for- 
mules (3) et (7) donnent 

(8) n — - — ekcosu; 



dt in 



on a aussi 



dn 



(9) = Zin'*ek s'inu, 



d'où 



d i n = Zin'*e J* A sin« dt\ 



en intégrant par parties et remarquant que le coefficient de t dans u diffère 
peu de in, il vient 



y 3n'* k 3/i" dk . 

o x n — ek cos u H — t-t e -j- sin //. 

n at 

La formule (8) nous donnera 

dà t l y 7/4' 1 k 

— — —o*n — - — e A cos u ; 
dt in 

en remplaçant S, n par sa valeur précédente, on voit que S, / contiendra e en 

facteur dans toutes ses parties. Les formules connues donnant ^ et g? peuvent 
être réduites à 

de _ i_ <m du5 _ 1 <?R 

*// dw' dt na*e de 9 

et donnent 

de n' 1 . . dm n' 1 . 
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d'où 

o. e = — — 9 A cos u -+- tï — r -7- sm w, 
i/i* i*n* al 

. /i" . . *'« rfA 

eo.5J= t-= A smu -h -77— r — =- cos m. 

Passons à S a /i; la formule (9) donne 

d$ n 

^Sin^Asmudie-h 3*V*Aecos u(iSi l-hdi ci). 

On peut supprimer S 4 /, car, d'après ce qu'on a dit plus haut, eS 4 / contiendrait 
e 2 en facteur, et nous ne cherchons que des termes en é 2 et non en eV*; en 
remplaçant en outre 8 4 e et S 4 g* par leurs valeurs précédentes, on trouve 

rfa.n 3 «'* rfA . 3 #1'* 

a£ 1 n* dt 11 n* 

La formule (8) nous donne enfin 

. = o, /iH- - — - o x ne A cos m — - — o, e A cos « h- - — A sm ueo t gt, 

a/ 2/1* 2/2 2/i 

d'où, avec les valeurs précédentes de S, n, S 2 /i, S 4 e, eS f GT, négligeant e a et ne 
conservant que les parties non périodiques, 

dd t l n'> 



dt 



""a,/ 3 7 7\ 5 *' 4 a* 
-r-= A 1 ( - -h j- -+- J 7 ) = -r -1- A». 

in* \2 4 4/ 4 1 



Il n'y a plus qu'à donner dans cette expression à i et A les valeurs suivantes, 
qui correspondent aux termes (IV) à (XII), 
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On trouve ainsi ces diverses parties de 



i5 






45 




4 


/i 5 




16 


7Î S 



45 




16 


/i 8 








785 
64 n» 



Il reste à tenir compte du terme (XIII), qui donne 

R = -rn^a-e' cos(/ — gj ), zn — n e cos(/' — cr), — = o, 

4 ctt n ai 



On a donc 



= o. 



En réunissant toutes les parties 



, on trouve 



(IO) 



On a d'ailleurs 



dd t l 
de 

dd t l 

dt 



3 n'» 3675 

6 ~*~~wir* e 9 



2 n 



— _ 3 1225 n '*\ 

in \ 32 n* J 



I2a5 n ft , 



donc le nouveau terme diminue de plus de £ le coefficient de Laplace. Il arrive 
ici une chose analogue à ce qu'a rencontré Glairaut pour le mouvement du 
périgée. La série qui donne l'accélération séculaire a sa partie principale or- 
donnée suivant les puissances de m; cette série converge très lentement, et l'on 
commet une erreur notable quand on s'arrête au premier terme, comme l'avait 

fait Laplace. Si nous réunissons les valeurs de et nous trouverons 



di 



de 
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d'où, en faisant 



n = n*, m — — > 

n n { 



n — n x (i -4- m 1 ), 
^ = n% + n x (i + /n») \ m«(i - 2/n*) 4- ^ m*J e", 

Adams, dans son Mémoire déjà cité, a donné encore le terme suivant 

dàl ( 3 t 3 77 i . 34047 \ 

Le lecteur pourra consulter avec fruit le tome XL des Monthly Notices, p. 472, 
où Adams établit assez simplement la formule (n); le Tome LXX1I des 
Comptes rendus, p. 49^» où Delaunay donne l'expression définitive et très com- 
plète de l'accélération séculaire; la Thèse de M. P. Puiseux (Annales de V École 
Normale; 1879), où la démonstration précédente de Delaunay, fondée sur la 
méthode de Poisson, est étendue aux termes en m 5 ou m 6 . 

M. V. Puiseux (Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, 
t. XXI; 1875) avait pensé que la diminution séculaire de l'inclinaison y' de 
l'écliptique sur une écliptique fixe pourrait produire aussi un effet sensible 
sur l'accélération du moyen mouvement; c'est ce qu'avaient déjà dit Plana et 
Carlini (voir un Rapport de Laplace dans les Additions à la Connaissance des 
Temps pour 1823). Le résultat des longs calculs de M. V. Puiseux a été négatif; 
il y a un grand nombre de termes dont quelques-uns pris isolément seraient 
très sensibles; mais, quand on fait la somme, ils se détruisent presque exac- 
tement. 

L'accélération séculaire, qui est produite par la variation de e' causée par 
l'action des planètes, n'est donc pas affectée d'une façon sensible par la varia- 
tion correspondante de Y- Elle ne doit pas l'être non plus par le déplacement 
progressif du nœud de l'orbite terrestre, car la longitude de ce nœud disparaît 
de la fonction perturbatrice quand on y fait Y = °> ce qu'il est permis de sup- 
poser. Reste à examiner le déplacement du périhélie de l'orbite terrestre, que 
Lagrange avait signalé comme pouvant produire aussi une équation séculaire 
de la Lune. Mais un coup d'œil jeté sur la fonction perturbatrice montre qu'il 
n'en est rien; la longitude g;' du périhélie n'entre en effet que dans les termes 
périodiques, et, si l'on suppose y' = o, gt' se trouvera partout associé aux lon- 
gitudes de la Terre et de la Lune, qui ont une variation beaucoup plus rapide. 
Le seul effet du déplacement du périhélie sera donc de modifier légèrement 
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les périodes des inégalités de la Lune, et il ne peut en résulter d'équations sé- 
culaires dans la longitude. 

On peut enfin se demander quelle serait, sur l'accélération séculaire, l'in- 
fluence du terme en / 8 produite par la variabilité de è \ M. P. Puiseux, dans la 
Thèse déjà citée, a examiné la question et il a montré que le terme en / s modi- 
fierait seulement de quatre ou cinq minutes les époques des éclipses chronolo- 
giques; or ces éclipses sont affectées d'une erreur au moins aussi grande. 
La considération du terme en ; s dans la longitude de la Lune est donc inutile 
au moins à l'époque actuelle. 

Enfin il y avait lieu de voir si, en tenant compte de la variabilité de ë dans 
l'intégration des équations différentielles, on trouverait des changements appré- 
ciables dans les termes en trouvés par Laplace dans les longitudes du péri- 
gée et du nœud de la Lune, comme cela était arrivé pour la longitude moyenne. 

Delaunay a examiné la question (Comptes rendus, t. XLIX) et il a trouvé pour 
le coefficient de / 2 , contenu dans la longitude du périgée lunaire, les diverses 
parties suivantes en m 7 , tti 3 , ... : 



"** - 7 '994 

m 3 — 1 3 , 703 

/»* — 9i 5 46 

m* — 6,177 

m« — 2,489 



11 aurait fallu aller encore plus loin pour avoir toute la précision désirable. 
Toutefois, d'après l'allure des trois derniers nombres, Delaunay suppose que 

le suivant ne dépasserait pas o", 5; il prend finalement "~4o"»°^j^) pour la di- 
minution séculaire du périgée. Damoiseau avait adopté — 39", 7 et Hansen a 
employé successivement les valeurs — 39", 18, — 36", 3 1 et — 37", 25; le chan- 
gement apporté au nombre de Damoiseau est presque insensible. 
Pour le nœud, Delaunay obtient 

« f 7 "994 

m» — o,548 

m* — 0,462 

m 1 — 0,216 

m 6 -h 0,084 

Il adopte pour le total -h 6", 8 (7^) l Damoiseau avait trouvé -+- 6", 56; Hansen 
4- 6", 48 et -h 7", 07. 
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114. Les recherches dont il s'agit ont été publiées dans V American Journal 
of Malhernatics, Tome I, 1878. L'auteur préfère les coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées polaires; leurs développements périodiques sont en effet plus 
simples, même dans le mouvement elliptique, ainsi que cela résulte des for- 
mules du Tome I, Chap. XIII. 

Prenons pour plan des xy le plan de l'ccliptique supposé immobile; soient 
X, Y, Z; X', Y', o les coordonnées de la Lune et du Soleil, p et p' les dislances 
de ces deux astres à la Terre, jx' la masse du Soleil, [/. la somme des masses de 
la Terre et de la Lune (en y comprenant le facteur f). La fonction perturbatrice 
est 

^ 1_V/(X'— "X) 2 -+- ( Y' — Y)*-h Z a p' 3 _T 

___ p(XX'n- YY')« p' 1 r 5(XX'+YY')» XX'+YY' I ^_ 

On en conclut, en remplaçant fx' par n' 2 a'* t 



on 

dX 



* f a 'Y T x J'/X X' Y Y'\l 

* rt ( a 'Y P |~V X X ' Y Y '\ 1 X 'T 

/a'\ z • X' Y' X Y 

- ne contient pas a'; — , — , — et - sont des cosinus qui sont de l'ordre 

\ P / P P P P 

zéro relativement à Il en résulte que les termes de la seconde ligne, dans la 

formule précédente, contiendront^ en facteur; ce sont les termes parallac- 
T. - III. 33 
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tiques. En les laissant de côté, on trouve 

de sorte que les équations différentielles du mouvement de la Lune se ré 
duiscnt à 





r/ ! X uX 

1 I r ' 

1 1 P » 1 


fi'X 




P" 






fx'Y 


(') 


P" 




j r/'Z uZ 


fi'Z 




P" 




p* — X' -t- Y 1 ■ 





, , v , XX'h-YY' 



On doit pouvoir déduire de ces équations toutes les inégalités de la Lune 
qui proviennent de l'action du Soleil, sauf les inégalités parallactiques; ces 
équations sont relativement simples. 

115. M. Hill considère les inégalités indépendantes de é\ on peut faire alors 

(2) X'= rt'cos<{/, Y'=a'sini|/, v}/ e', 
où a\ rï et e' désignent des constantes; on a d'ailleurs 

n' i a' i — iJ. f . 

Les équations (i) deviennent donc 

? + ^r -i-«' ! X = 3w'HX cos <]/-+- Y sin vj/ ) cos <]/, 

(3) < ^A-H^ + Ai' 2 Y = 3rt' 2 (Xeos'|'-f- Ysini|/) sin<j/, 

r/ 2 Z uZ ,, r . 

+ p^ + " L = °- 

On introduit deux axes mobiles T.r et Tv situés dans le plan de Pécliptique, 
Taxe des x passant constamment par le Soleil, et Ton désigne par x et y les 
coordonnées de la Lune rapportées à ces axes. On aura 

(4 ) X = x cos^' — y simj/, Y — x sintj/-»-/ cosv]/. 

Si Ton forme les dérivées secondes en remplaçant ~ par n , on en 
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déduit sans peine 

,,cPX . u d*Y d>x ,dy 

cos + SF + 81 n * dë = W ~ 2n dl ~ 

. ,,rf s X ,,rf»Y d*y ,dx 

- s,n + -dF + cos + dï = m + a " * - * 

et les équations (3) donnent, en écrivant pour la symétrie z au lieu de Z, 

d*x ,dy \kx 

(/■ 2 -i- z l y 

d} y , dx a y 

(5) at dt (/•»+*«)« 



d 1 z 



-h n' 1 z H " — o, 



(r*4-s 2 )* 
r* = H- j*. 

En multipliant ces équations respectivement par dx, dy, dz et ajoutant, on ob 
tient une combinaison intégrable qui donne 

1 dx* -h dy* -h dz* jx 3 1 
(6) -7-r = , 4- -n'*x* Ai ,l 3 2 -h const. : 



c'est l'intégrale de Jacobi. 

Supposons enfin que Ton néglige t 2 , le carré de l'inclinaison moyenne ; z con 
tenant t'en facteur, on pourra se borner à 

d}x .dy ul , 

(a) \ d l y ,dx u. 



(*) 

(O 



r S _|_ y* — - ,.S 



, , w'^ 1 — C. 

2 /• 2 



Les équations (a) et (i) sont propres à déterminer celles des inégalités de 
x y j, z qui ne s'annulent pas quand on suppose égales à zéro les quantités 
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On va s'occuper des équations (a). M. Hill les transforme en posant 



(d) x -h y\f^i — it, x — y\f^~\ —s; 

il trouve aisément 

d î u , i — du a 3 ... 
_ + 2W < v/_ , _ + „ --«'»(„ + ,) = o, 

(«*)* 



1 , , — 



i i\ du ds 2u 3 ... ^ 

(c) ^3ï = ;^ + ï" t"- 1-0 aC - 

116. Pour aller plus loin, il est bon de rappeler la forme à laquelle con- 
duisent les théories de Delaunay et de Pontécoulant, pour les expressions des 
coordonnées x> y, z en fonction du temps t et de six constantes arbitraires. 

Soit nt -t- £ la partie non périodique de la longitude de la Lune dans l'expres- 
sion qui englobe les perturbations, n et £ sont des quantités bien définies par 
cela même (quand l'origine du temps est fixée), n est le moyen mouvement 
véritable; on en déduit la constante absolue a par la formule 



•=(?•)' 



n' désignant le moyen mouvement du Soleil, on fait 



n' 

m = — 
n 



Il y a quatre arguments de la forme a -h [J/, savoir 

t = nt -f- £ — (n't 4- e') = longil. moy. C — longit. moy. O, 



\ <p = anomalie moy. C — ni -h e — m„, , 

(7) 4 

' y'— anomalie moy. ©, 

n — distance moy. C à son nœud — nt -+- e — Q m ; 

et sont les valeurs des longitudes du périgée et du nœud, quand on en 
a enlevé toutes les inégalités périodiques; ces quantités sont donc de la forme 
a -t- $t (il y a aussi des termes en y/ 2 , représentant les accélérations séculaires). 
Les arguments t, 9, <p', r\ sont représentés chez Delaunay par les lettres D, /, /' 
et F. On pose 



do dn 



- = ne, T = ng t 
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d'où 

-1? -"<-<>. *)•> 

ce sont lk les mouvements moyens du périgée et du nœud. Cela posé, on a, 
comme on l'a vu dans l'exposition de la théorie de Delaunay, en représentant 
par L et À la longitude et la latitude de la Lune, 

L : ni-hB+^(i 9 j,j', k) sin ( 2 *'t ±y>±:y 7 9' ± 2 âtyî), 

(8) { 7 = ^[ifJ'j'' k]cos(2iTàzjy±fy'±2kn) 1 

A— y^lhj*/, k\ sin(2£Tzhycp ±y v 9'± 2Â -4- iyî), 

où les quantités k), \î,j\j', ! k \ sont de la forme 

(9) cie>r y *kY(m 9 e\y\e>\ ; 

t'J'j'* & désignant quatre nombres entiers positifs ou nuls; les signes 2] s'éten- 
dent à toutes les valeurs possibles des quatre indices; les fonctions F sont des 
séries ordonnées par rapport aux puissances de m 9 e 2 , y a > e ' 2 et ^\ e et y sont 

des constantes absolues dont le sens est précisé par les deux conditions sui- 
vantes : 

Le coefficient de sinç dans L doit être le même que dans le mouvement 
elliptique, savoir 

4 9 6 

il ne contient ainsi que e; c'est du moins ainsi qu'a procédé Delaunay; le coef- 
ficient de Pontécoulant contient m, e et 7; il en résulte que, dans les deux cas, 
e n'a pas la même valeur. 

En second lieu, y est défini par la condition que le coefficient de sin y] dans A 
soit le même que dans les formules du mouvement elliptique, savoir 

où y = sin-; là encore, Pontécoulant a une autre définition de y. Enfin on a 
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où les coefficients A et B sont des séries ordonnées suivant les puissances 
de m. 

Si l'on examine la forme des développements que l'on peut tirer des for- 

sin sin f* 

mules (8) pour À, (L — ni — e), -, on trouvera facilement 

cos COS CL 

~ cosÀ cos(L — nt — e) — ^ [hj>f> cos(arr ± y 9 zh y'9' ± 2Âtyî), 
(10) < ^ cosA sin(L — nt — e) — ^ ('» y»/» sin(a*T =t y'9 zh y'9' ± 2/nn), 

^sinA =y^ A \ i >J>f> *jt sin(a/T± i /9±/ , 9 , ±aA- i-itî), 

où les coefficients [ ], ( ) et J j sont encore de la forme (9). Enfin, si Ton mul- 
tiplie les deux premières équations (10) d'abord par cost et — sini, puis par 
sinT et cost, on trouve, en tenant compte de la valeur (7) de t, 

- =r - cos A cos(L — n't — e f ) — > |7,y, y', k] t cos(2* -f- 1 t ±J 9 ± f y f zh 2 kn ) , 
a> et ^^^^ 

f = - cosA sin(L — n't — t')-— k) x sin(2i 4- 1 t ztj 9 zLfo' ± 2 kn), 

| fif ^^^^^ 

- = - sin A = y V \ k\ t sin(2*r ity'9 ±/V ±: 2* -h 1 yj), 

CL CL ^b^b 

où Ton a posé 

*lhj»j'f *]i = [«>y»y 7 » ^]i- h [ | '-+- I »y>y , > *]i-M«.y\y'» *)t — («'-+- i»y\ y'» *)i> 
*(hj>J'* = J*/* *lt — V + ^JfJ'* ^]i+(«>y"f /'» *)i-M< y'> 

117. Solution périodique des équations (>). — Si l'on suppose e = o, 
= o, y = o dans les expressions (11) de .r et y, les coefficients des cosinus 
et sinus s'annulent si j; f ou k ne sont pas nuls; il reste donc simplement des 
expressions de la forme 

i x — A cosv(* — * ) -H Ai cos3v(/ — * ) +- A, cos5v(* — t ) -f- . . . . 
f j = B sin v( / — / ) -t- B, sin3v (* — £ ) 4- Bj sin5v( / — / )-+-... , 



où l'on a fait 



v = n — n'y t Q 



n-n' ] 



les coefficients A g et sont égaux aux produits de a par des séries ordonnées 
suivant les puissances de m. 

Puisqu'on a obtenu les expressions (12) en attribuant dans les formules gé- 
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nérales des valeurs particulières aux constantes arbitraires, ces expressions 
devront vérifier les équations différentielles (a). La courbe représentée par les 
équations (12) est une courbe fermée, puisque x et y reprennent les mêmes 

valeurs quand / augmente de elle est symétrique par rapport aux axes, 

comme on le voit en changeant v(/ — / ) en — v(/ — / ) et en u — v(t — / ). 
Cela constitue une solution périodique des équations différentielles; nous en 
avons montré l'existence en admettant par induction la forme générale des 
expressions (8) des coordonnées de la Lune. On en trouvera une démonstration 
rigoureuse dans l'Ouvrage de M. Poincaré, les Méthodes nouvelles de la Mécanique 
céleste, t. I, p. 97. Nous remarquerons que la courbe dont on vient de parler 
a été considérée pour la première fois par Newton (p. 38 de ce Volume), qui 
la suppose coïncider avec une ellipse ayant pour axes Tx et Ty, ce qui revient 
évidemment à ne prendre dans les formules (12) que les premiers termes dans 
x et y. Euler, dans sa première théorie de la Lune, a calculé avec assez de 

développement la variation ou plutôt les termes en 2T dans les coordon- 
1 r r cos 

nées polaires de la Lune. C'est le même problème que M. Hill a repris et qu'il 
a traité avec grand succès, en tant qu'il s'agit seulement des parties de la va- 
riation qui sont indépendantes de e, e\ y et de ^- 

Avant d'aller plus loin, nous dirons que la solution périodique dont nous 
venons de parler existe encore quand on tient compte des termes en ^ • • ; 

seulement les expressions de x et y, au lieu de ne contenir que les multiples 
impairs de v(/ — / ) sous les signes sinus et cosinus, renferment aussi les mul- 
tiples pairs. 

M. Hill détermine les coefficients A/ et B,- de manière à vérifier les équa- 
tions (a). Il pose 

A/ = a,- -+- Bi ■ — a £ — a_ 4 _,, v(£ — t ) = 7, 

moyennant quoi les formules (12) deviennent 

-*- 30 -+- 00 

(i3) x a i cos(ai : -+- 1) t, y irz^ a « s * n ( 2I T « 



— » 



Soit fail 



04) EV^ç, 



d'où 
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et il viendra, d'après la définition (d) de u et s, 



-f- 00 



(i5) «=2a,P'+«, »=2o,Ç-«-'=2a_ ( _,Ç"+«. 



— x 



Posons encore 



/ d*u 


-h 2/w y/— 1 


du 

dr~ 


] d*s 

f ûfr' 


— 2/w y/ — 1 


ds 
d'r 






2X 




dx dz 


\J US 



(16) m =. : — — > a — (/1 — /i')* x; 

les équations («') et (c ) deviendront 

x 3 
-h 3 u — -m ! (tt + *) - o, 

2 

K) 

x 3 
s — m 1 (u -h s) — o ; 

(us)* 

(C") zzz 4- ^ m*( U -h s) 2 - C,. 

U s'agit de vérifier ces équations en adoptant pour u et s les valeurs (i5) et, 
par suite, de déterminer les coefficients a t \ il est naturel de chercher des combi- 

x X • • 

naisonsdes équations (a") et (c") éliminant les termes ^ et qui seraient 

(usf 

gênants dans l'application de la méthode des coefficients indéterminés. On ob- 
tient immédiatement 

d*u d i s . d(us) 3 

07) ^-«^+W->- 5r --»'*(* 1 - «*) = <>, 

, d 2 */ d*s du ds , / du ds\ q 9 , x . „ 

C») 'âï +b 3? + 3FS+W-i (^-«^)-^(« + *)-+C 1 = o. 

Ces deux équations ne sont pas équivalentes aux équations (a") puisque la 
constante x a disparu. Quand on aura traité les équations (17) et (18), il fau- 
dra substituer dans l'une des équations (a") et (c") ou dans une de leurs com- 
binaisons. 

118. Substituons maintenant les expressions (i5) de u et s dans les for- 
mules (17) et (18). Nous aurons d'abord 

* 

g =: gç/-T = J-l 2 (a* + «, Ç'<-, 
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Nous aurons maintenant à former les expressions de 

. . du ds dius) d*u du ds d*s 

HT' S d^' 3F 3T "d?>' 

nous aurons par exemple 



t/'-l-I 



a» =2 ? î/+i 2 =22 " ç, '* ,r 

Nous représenterons par 2/ l'exposant général de Ç, ce qui déterminera V en 
fonction de * et/; en opérant ainsi, il viendra 

* s -=22" "-'->-■"'• 



<i( us) 
~dT 

d*u 



= ^— 1 22 2y a< a/ -> Çl> » 



5f Ê -22 (2/+i)(2y_2i "" ,) ' ï,a '- yî:îy ' 
M 3?~ -22 (v '~* i '~" i)Sfl ' a '-' çiy ' 

où les indices * et / prennent toutes les valeurs entières, de — ao à -h qo. 
En portant ces expressions dans les relations (17) et (18), on trouve 

22 ^ ,y J K a ' 1 ) f i/ m — ( 2 « + 1 — v )*J «* — - m% <*i ( «y-/-i — <*-j-t-i ) I 



22 ^ J \ [( 2I H - | ) Î -+- (ai -h 1 — 2/)*-+- (aiH- i)(ay — ai — 1) 



('9) 



•+- a/w(a< •+- 1) -+- a/w(ai -f- i — a/) -+- ^ m'J a/a<_y 



+ | m* «,(«,_,_, 4- «_;..,_,)! =C,. 



T. — 111. 



3A 
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On tire de la première de ces formules, quel que soit l'indice /, positif ou né- 
gatif, 

3 

i i 

et de la seconde, pour toutes les valeurs entières de /, positives ou négatives, 
zéro excepté, 

1 

Du reste, pour y = o, la condition (20) est vérifiée identiquement; nous pour- 
rons donc, dans (20) et (21), nous abstenir de faire j = o. 

Si nous ajoutons les deux équations (20) et (21), après les avoir multi- 
pliées d'abord par - 3 et + 2, puis par -f- 3 et -h 2, nous éliminerons des 

seconds £ les termes et «y-,-,, et il viendra 

2 [8* 1 — 81 14/— 1) 4- 20J*— i6y -+- 4'" (4*'— 3/-+- a) + 9/» î ]a / fif J . y 

i 

Ces deux relations ne sont pas distinctes, comme on s'en assure aisément en 
changeant convenablement les indices. Nous les remplacerons par une combi- 
naison unique obtenue en les ajoutant après les avoir multipliées respective- 
ment par les facteurs 

4- 4/ 2 — 8y — 2 — 4/H ( / 4. a ) — 9m 2 

et 

4- ïoj* — 1 6y 4- *? — !\m(bj — '-0-+-9 /W S 



qui sont, au signe près, ce que deviennent les coefficients de a t a t - j pour 1 =.* o. 
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Nous trouverons, après réduction, 

48 2 V WU — 1 ) V* 4y — * — 4 /w (i — y -+- 1 ) -f- "i «/-y 



(22) 



-r- 



9/7i l ^[ 4/ 2 — 8y — a — 4/w( y t- 2) — 9/?**] ^ a y _,_, 



Pour i =zj\ la première 1 partie de cette formule se réduit à 

Nous diviserons par cette quantité les deux membres de l'équation précédente, 
et nous ferons 

1 4/7./ — 4y'-+- 4y — -> — 4*»(i — j h- i ) -4- »# f 

iJf 1 \ — 



<»3> [y] 



(y) 



y 2(4y 1 — 1) — 4/n-w/i* 

3m 1 4y* — 8y" — 2 — 'im(y -+- 2) — gm* 

îôy 1 2 (4/* — 1 ) ~ 4#* -+- m * 9 

3 m* 2oy* — i6y H- 2 — \ m(oj — 2 ) -h 

1 6y * 2 ( 4y * — 1 ) — 4 w -+■ /; * 2 



Nous trouverons ainsi 



on doit attribuer à y successivement les valeurs 

( 2 5) ±i, ±2,. ±3, .... 

Remarque. — Les quantités [y] et (y) ne dépendent que de l'indice y et sont 
de petites quantités du second ordre, à cause du facteur ni 1 . Les quantités 
[y, i] dépendent des deux indices i ety; elles sont finies, et l'on a 

1 [y, o] = o, 

(26) i r . -, q uel n» soil y- 

' [y>y]=- — «> 

C'est pour avoir cette dernière relation simple que l'on a employé plus haut le 
diviseur 

2 (4y' â — 1 ) — 4 m 
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Les équations qu'on tirera de (24), en donnant à j les valeurs (25) vont 

nous servir à déterminer les rapports — > — > — , — 

Donnons à i, dans la formule (24), les valeurs o, ±1, ±2, ... et ayons 
égard à la première des relations (26) ; nous trouverons 

[y, 1] a, a w H- [y, — 1] a_ x a^_j -h [y, 2] aj <7 2 _ y -4- [y, — 2 ] a„ t a^. h -h . . . 

-+-[/] («o^y-i +<*i a j-i -+- «-1 «y -h -h...) 

(y ) ( a o a - j-i -+■ «1 fl-y-î ■+- «-1 ^-y H- a t a-j- 3 -+- a_, a_y +1 . . . ) = o, 

d'où, en attribuant à j les valeurs (25)'et ayant égard à la seconde des rela- 
tions (26), 

/ a a x = [1] (/?J a«i a_,+ 2a, a_, -h ...)-+- (O («-i + 2fl o «-j+2flj a_, -+-...) 
( 27 ) ) 

j H- [f , — 1] «-1 [f , a] [1, — 2] tf_,a_ 3 -i- [ï, 3]ûr,a,-+- 

( a a_t = [— 1] (al t + aa a_ î +2fl t «-*-+-. . .) 4- (— ï) (aj -h 2<7 t a_, -h 2a t a- t -f-. . .) 
(28) J 

j -4- [— i, 1] a x a, -h [— 1, 2] a, a, -4- [— 1, — 2] a.,a_,+ [— 1, — 3] a_ 3 «.j-h . . . , 

Îrt a s = [2] (2a a x -\- 2a_j a, -H aa_, «j -H . . .) -H (2) (2a., a_, -h 2*ï a_ 3 -4-. . .) 
-H [2, 1] a, -h [2, — 1] a_, tf_ 3 -h [2, — 2] a_,a_ 4 + [2,3]a,<7,+..., 

|a — [ — 2] (2a_, ûr_!-i-2flr a_i -h 2a l a_ 4 -h . . .) -h (— 2) (2a a x -h 2a_, a 4 -H 2a_,fl,4-.. . ) 
-h [— 2, 1] a t tf 3 H- [— 2, — 1] <7-, flTj -f- [— 2, 2] a 2 a 4 -f- [— 2, — 3] a_ 3 tf_j-h 

Ces formules donnent comme première approximation, en supposant connu 
par les diverses théories de la Lune que a ±i diminue rapidement quand i aug- 
mente, 

d'où 

(30 £ = ^ = (--): 

a c/ 



donc et ^ sont de petites quantités du second ordre 



On a de même, en partant des relations (29) et (3o), 

a a t =9. [2] a a { -4- [2,1] fl,fl.|, 

d'où, en vertu des formules (3i) f 

(32) , ° 

^ = L']ls(-2) + l--*,--i](-0t; 
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— et — sont ainsi du quatrième ordre, puisque les quantités [i], [2], ( — 1), 

Gq (Zq 

( — 2) sont chacune du second ordre; en général, — est de l'ordre 21. 

Dès lors, si Ton se reporte aux formules (27) et (28), (29) et (3o), on verra 
que, dans les relations (3i), on a négligé le sixième ordre, et seulement le hui- 
tième dans les relations (32). Les formules (23) donnent d'ailleurs 

3m* 6 + i2/?i + 9/n ! _ 3 m 1 38 -+- 28m -h 9//* 5 

L'J — 76" 6 — 4 m -h nï- 9 ( ~" f) ~~ 16 + ' 

_ 3/n 1 2 + i6m-f9w ! 3 m 1 1 i4 -+- 48™ -+- 9m 1 

~6\~ 3o — 4/n + m 1 ' • ( " ' "~"~64 3u — ' 

1 26 -f- m* , 1 18 — 8 m 4- m* 

t 2 » 1 ]— — ~ 3o — 4 m -+- m* ' 1 ~ ? ' ~ J -l ^~ \ 3 _^ l + m î* 

Il en résulte, d'après les relations (3i) et (32 ), 

a -i _ 3/n 2 38 -h 28m h- 9m 8 ^ ^ 
ar ~ 16 6 — l\m 4- m % w6 ' 

î! =+ÎZ5L 4 a -f- 4m 4- 3m» / m> _ 3a 29 - 35 m \ 

a 256 (6— 4m-+-m 2 )(3o — 4m-hm s ) \ 4 y b-^/n + m»/ 

En portant ces valeurs de a x% a_ t , a 2 > a_ 2 dans (27), on pourra calculer 

les termes du sixième ordre dans — ; on calculera de même les termes du 

dixième ordre en ayant égard aux valeurs provisoires de tf 3 et a_,. 

Donnons quelques exemples pour montrer avec quelle rapidité convergent 
ces diverses approximations. M. Hill prend 

n —1^ 325 594", 060 85, 
n' - 1 295 977% 4 15 16, 

d'où 

m — - — , 0,080 848 o33 808 3 12, 
n — n 

et il trouve 

^ . . 

Termes de Tordre 2 0,001 5i j 849 171 59J — 0,008 695 808 499 634 

d 6 — 0,000 000 1 1 1 698 83i ; - 0,000 000 061 55 1 93-i 

m 10 ■+- 0.000 000 000 006 801 — 0.000 000 000 01 3 838 

ê • 
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M. Hill n'a négligé finalement que le quatorzième ordre, et ses résultats 
numériques ne sont pas en erreur de plus de deux unités de la quinzième déci- 
male. 

Les formules (4) et (i3) donnent d'ailleurs 

| /cos(L — m — s) =2 a t fCOsaiT, 

(33) 1 ^ 

f /• sin (L — nt — z) — > at, sine? 17; 

V i 

M. Hill obtient ainsi 



— cos (L — nt — î) — 1 — 0,00718 00394 81977 cos 27 

<7 ft 

[- 0,00000 6042-î cos [\Z 

h 0,00000 oo3a4 92024 cos 6? 

0,00000 00001 87552 cos 87 

0,00000 OOOOO OI 171 COS TOT 
O , OOOOO OOOOO OOO08 COS I 2 7, 

(34) \ r 

— sin (L — nt — g) -~ 1 -h 0,01021 i4544 \ii02 sin 27 

0,00000 57148 66093 sin 4" 



0,00000 00270 71239 sin 6t 

-i- o,c>oooo 00001 62981 sin 87 

0,00000 00000 010^2 sin 107 

0,00000 00000 00007 sin 127. 



Pour ce qui concerne l'expression analytique générale de ~> on remarquera 
que les formules (23) ne contenant que le diviseur 2(4/ 2 — ») — \m -h m 2 % 
on n'aura dans — que les diviseurs 

6 -- !\m m*, 3o — 4^-4- m 5 , 70 — $m-+-m* 9 

et — pourra être mis sous la forme 

\f 1 Mi , Mi M$ 

<'o ~ G — \m-^ m* (6 — 4 m -h m*) 2 (6 — '» m -h m 2 )» 

4 .. N > >2 



3o — 4 m -+- m 2 ( 3o — 4 m -i- m 2 ) 2 (3o - î m -h m 2 ) 3 

4- 



ainsi que cela résulte de la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
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simples dans le cas des racines imaginaires; M,, N,, . . . désignent des polynômes 
entiers en m. 

Chez Delaunay et de Pontécoulant, m a une autre signification; en l'indi- 
quant par la lettre //*,, on a 



Les séries ordonnées suivant les puissances de m convergent beaucoup plus 
rapidement que celles relatives à m { ; M. Hill a remarqué que, si Ton introdui- 
sait une quantité m 2 définie par la formule 



m 



m* 



I -+- 



on aurait une convergence encore plus grande relativement a m 2 ; mais cet 
avantage ne subsisterait pas pour les coefficients des autres inégalités pério- 
diques. 

119. Il nous reste à déterminer a en fonction de n et de [x. 
Il faut substituer les expressions ( i5) de u et s dans la première des équa- 
tions (a"), ce qui donne, en remplaçant ^ et respectivement par 



V — 1 



On aura, en comparant les termes en £ dans les deux membres et représentant 



Cl tt 

par J le coefficient de Ç dans le développement de — ^ 

(US)* 



Or on a 



— J - 1 -h 'itn H — m--\ — m* — • 
a\ 2 2 ar 



U en résulte 



(3o) w L — n — J : 



CHAPITRE XIV. 

en posanl 



(36) H — 1 -h 



Or on a, d'après (1 j), 



• • • « 



5 z_ a_, £ «-2 ^...-f flf Ç _1 -f- ai Ç~* -h 

On en déduit immédiatement que J est le terme indépendant de Ç, dans le dé- 
veloppement, suivant les puissances positives et négatives de £, de l'expression 

L a o a o «O J L a * a * a o (l o J 

Si donc on pose 



1 -t 






I H 

"0 


y— t 


"0 



1 Y —- • 
«w_ j * -f . . . , 



>"1 



les coefficients x ( et \ft>, seront très faciles à calculer par la formule du binôme, 



en raison de la petitesse des rapports — > et l'on aura 



"0 



( 37 ) J *U Di» -h <A,, -f- --t-j H- 

Les formules (35), (36) et (37) résolvent la question; d'ailleurs n'est 
autre chose que a. On trouve ainsi 

(38) a» — 0,99909 3 1 4 19 76298 </. 

En remplaçant a par cette valeur dans les formules (3/| J, on en conclut les 
développements périodiques de 

/• /• 

- cos ( L — ni — c) et de -sin(L — nt — s). 

M. Hill en conclut aussi le développement périodique de 

< 3 9) - = 5—^ =.-(-) (.4- m y, 

qui nous servira dans le Chapitre suivant. Il emploie, pour y arriver, les for- 
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mules connues d'interpolation des séries périodiques; donnant à ? les valeurs 
o°, i5°, 3o°, il calcule pour chacune d'elles les valeurs numériques de 

^cos(L — nt — e) et ^sin(L — ni — e), d'après les formules obtenues ci- 
dessus. Il en déduit les valeurs numériques de - et de ^ par la formule (3<)); 
il obtient finalement 

1,171 5o 8021 1 79220 

-f- 0,02523 36924 97860 COS 2T 

-4- 0,00025 j 5533 5ooi2 cos 4t 
-h 0,00000 18 79799 cos 6t 
-h 0,00000 00226 o585i cos 8t 
-h 0,00000 00002 08750 cos 1 or 

-h 0,00000 OOOOO OI908 COSI2T 

•+- 0,00000 00000 00017 cosi4t. 

On peut aussi déterminer analytiquement les coefficients précédents du déve- 

X • • • • • 

loppementde — 3 suivant les cosinus des multiples pairs de t; mais nous ren- 
verrons, pour ce qui concerne cet objet, au Mémoire de l'auteur. 




T. - III. 



35 



274 



CHAPITRE XV. 



CHAPITRE XV. 

RECHERCHES DE M. HILL SUR LES INÉGALITÉS QUI CONTIENNENT 

EN FACTEUR LA PREMIÈRE PUISSANCE DE e. 



120. Ces recherches ont été publiées séparément en 1877, et reproduites plus 
tard dans les Acta mathematica, tome VIII. Nous partons des équations (a") 
et (e") du Chapitre précédent, que nous écrirons comme il suit : 



(A) 



d % u 



du 



2 m \l — 1 2 — =0, 

v dt os 



d*s 



ds 



dil 



l-j 2 -r- = O, 

ar çu 



t — nt -\- £ — n' t — e', 



n * 3 m* N# 

-7= -H t( m+5 ) 5 
sjus 



(B) 



du ds 
ar a: 



Soient u et s les solutions périodiques de ces équations, obtenues dans le 
Chapitre précédent, qui ne dépendent que de t et des moyens mouvements n 
et n' . 

On aura donc identiquement 



/ d*u 1 du àQ 

■ 2 m \J — 1 — j 1 — 2 -ï— = o, 



(A ) 



dx* 
d*s Q 



dz 



às 



dr 



>o / ds ôQ 



G = 



\/u Sç 



3m ! 
8 



(w -h^o) 1 ; 



(Bo) 



2^o = — 2 C. 



Nous supposerons y — o, e' = o; nous pourrons évidemment représenter les 
intégrales générales des équations (A) comme il suit : 

// — u 4- eF(r> m, *)> 
.ç — s (t, m f e, x). 
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M. Hill emploie la forme 

/ — du 
u = u Q — e y — 1 -j- v, 

1 as 

s —s — e y — 1 -j- w, 

où v et w sont des fonctions inconnues de t. Il en conclut 

= àQ. _ *û. e ,— du» __ J^o_ ew JZTl d Jl + M 
du du dul v dr àu ôs v dr n 

où (e 2 ) désigne, d'une manière générale, des termes contenant e 2 en facteur. 

Substituons les valeurs (i) et (2) de u, s, £2, ^> ^ dans les équations (À) 

et (B) qui doivent avoir lieu quel que soit e; les termes indépendants de e se 
détruisent en vertu des formules (A ) et (B ); en égalant à zéro les termes 
multipliés par e, il vient 

d 1 v ^± dv — 

dr / dr du d* Œ ds <J*& 

— — h 2/WI/-1 — -, 2 v —r- -r iw — -r-^ = o, 

ûfr 2 ar ar a« as dr as; 



(V) 



^2 w dw — 

rfr / dr du ds d*Q 

— j-ï 2 m v/— 1 — 2 e -7-^ -3— 7- -2w— - — ^- = o ; 

dr 1 v ar dr du* dr du ds 



d w ^2 dv du ° 

* dr dr dr dr dr du dr ds 



Or on tire de (A ) 



d*u f — du dQ 

rf*^ / ds a d£l 

du 



a-* v dr 



d'où 



dr 3 dr 1 \du ds dr ds* d* j 

dr* dr 2 \ du* dr du às dr ) 

Ces relations fournissent les valeurs de "5^ en f° nc tî° n de 



276 CHAPITRE XV. 

de et de quantités connues. Si on les porte dans (A') et (B') f on 
trouve, tous calculs faits, 



d*v du dv ( 1 du d£L\ , .ds d*Qo 

, dz dz dz V v dz âs J v dz às* 

(A') X 0/0 



= 0, 



d*u> ds Q dw ( , ds dQ \ , .du d*Q 

^3f + 2 *( m ^ i Â 2+a 35Î)- a(p -- <F) -3r-35î 



?=o: 



(B } dr -dïi*-*- 2{v - w) \dï -g* - ih dir - m v- l -d7 s;)- ' 

On voit ainsi apparaître les combinaisons v — w et v -h w. 



121. On est conduit à poser 



e -t- «v = p, r — tv — j, —2 -—S — H, 

(3) J ^ T rfT 

On trouve, en remplaçante et w respectivement par 

P -h 0- . — ff 

r et ' , 

'>. 'à 

dans les formules (B") et (A") : 

(4) H$ -+-2ff &s/~i=o, 

az 

_ 



1 <fc /rf*p /</p _ cfo\ ( .—- cUz dQ^\ du, <Pft 

2 rfr \dr* d7') + \dz dx ) \ mS/ 1 dr + 2 <>«J 2(7 dz du\ 

d*p 

L'élimination de -j^ entre les deux dernières équations donne 

« rfî * a / — d ? d& d da t fd^dsl t d*Q dul\ 

où l'on a employé la relation 

rfSîo _ dR ds dQ du 

dz ~~~ âs dz àu dz 

L'équation (B ) donne d'ailleurs 

( 6) a Â"-Â' 



o. 
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En éliminant ^ entre (4) et (5), il vient, en ayant égard à (6), 



On tombe ainsi, pour déterminer a, sur une équation linéaire du second 
ordre, sans second membre, dont les coefficients sont des fonctions périodi- 
ques de t, ainsi que cela résulte des formules qui donnent u et s en fonction 
de t. 

122, Pour faire disparaître le second terme de l'équation (C), M. Hill pose 

W 
y/H 

d'où 

ck dr 2 dx 

En portant ces valeurs dans l'équation (C), on trouve 

(D) ^+»W = o, 
où l'on a fait 

/pi \ ^_ a /^ft. <?'3„ A;\ 4 A , , » <*H' i tf«H 

tu) H \ du\ rfr» <fcj d-c* J E* 4 H* cfr* a H rfT 1 ' 

L'équation (4) donne d'ailleurs 

(F ) Jzz-îjEÏWA. 

H* 

Enfin, en réunissant les formules principales, nous aurons 

/ du I ds 

u — UQ—e sj— i v—z—i s = s — e \J— i w — , 

D -f- 0" P — (T W 

9 W — ) 0*zr— :, 

(G) < 3 VH 

x 3 m* . 
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Le problème dépend donc entièrement de la considération des équations (D), 
(E),(F)et(G). 

123. Transformation de la quantité 0. — On a, par la formule (B ), et 
en vertu de la définition de H, 

dÇl Q _ âQç du âQp ds _ i dH 
dz âu dz ds dz ~ i dz 9 

I *Ik - ^2 *îl -4- *l g H d>a> âa ° d * U * + — *h 

K ) i dz* ~ du* dz* às* dz* àu o ds ^ du dz* ds dz* 9 

on a, en vertu des équations (A ), 

dQ* d*Uo d&o d*s _ ,— fdOo ds Q <M2 ûfo \ dQ» ^ 
(9) du~ Q dz* + ds dz* ~ 2m V l \ds dz du dz)^ k du, ds ' 

La définition (3) de A donne d'ailleurs 

/ x àS^ ds dQ) du , „ Ax , — 

En élevant au carré les équations (7) et (10), et les retranchant, il vient 
la relation (9) donne ensuite 

<M2, d* u dO,, d*s 9 _ 1 dR* 1 „ m/m u^\\ 
dûl ~dt* ~às^ ~dï~* ~ 4H dr* g + A)*— a/ra(mH + A), 

d'où, en vertu de la formule (8), 

â*a du* d*Oo ds* 1 d*U „ d*Q 1 dR* 1 . „ ... , „ 44 
dû* d? + *T S* = S - 2H â M Té 4H rfr* H (mH+A), - t - »*(«»H+A). 



Portons enfin dans l'expression (E) de 0, et nous obtiendrons 

ft _ 2A S i é/*H , i_ dH* t 

H» 2H dz* 4 du âs 4H* rfr* ~*" 2m ' 

En remplaçant ^ £ par ^yp* + 3/w 2 J, il vient 

~ 2A l i d*U i </H* /x A 
6 = ÏP + ÏH rf? - 4Hi 3? - V n + m ) * 
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On a ensuite, par la définition (3) de A, 

* \cfo dx du dt j 

d'où, en remplaçant ^ et^ 2 par leurs valeurs (B ), 



*=<»»-w-(^t-£-£) 



moyennant quoi l'expression (n) pourra s'écrire, si l'on remplace en même 

m TT du ds 

temps H par -~ : 



On a identiquement 



d*u t 







dz dz / dz dz 





ce qui permet d'écrire finalement 




124. On a vu, dans le Chapitre précédent, comment on effectue le développe- 
ment de 4 suivant les cosinus des multiples pairs de t. Pour les autres parties 
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d*u n d*s Q 

de 0, il suffira de développer ^ et ; posons donc 

dz dz 



d*Uj 

dz 



d % s 







dz 

En portant dans ces formules les valeurs 
il vient 

03) = = Yiu» = 

2](3« + i)«/î:" ^ 



(«4) 



^(2 < + l)«« i Ç-»' 

2] ( 3 t + i) a< Ç-« 







1 




y/-, 




dz 




d*s a 


I 


dr 1 


v 7 -' 


ds„ 


dz 



Si, dans la seconde de ces relations, on change l en ^> et qu'on la compare 
la première, on en déduit 

u:=-u„ 





d*u 


I 


dz* 




du 


dz 




d*s 


I 


dz* 


y/-, 


ds 




dz 



= -2 Uiî-'^-Ju.^' 



RECHERCHES DE M. HILL SUR LES INÉGALITÉS ETC. 



et 



(i5) 



cFu* d*s \ 
_d~*_ dr 1 
2 \ dit ds Q 

dï 



V^2£ (U< + D -' )C1 '' 




d*s 



o 



Il suffit donc de calculer les U,. Si Ton pose 

(16) hi — (ai -t- 

la formule (i3) donnera 

2 (a/ + o ^'=(2 (2 =2 / '->^ , " ,y 2 u ^ 1/:= 22 

d'où, en égalant les coefficients de 

(17) (ai-hi)A/=2*/-yUy. 

Il est facile de prouver que U = 1; on a, en effet, en partant de (12), 




l'intégrale indéfinie est 



Si donc on pose 



il viendra 



27T y — I 



Î7C 



Or, quand t augmente de 211, x ,y ^ redeviennent les mêmes; donc 

aussi R, logR, sin | et cos'|; donc ^ diffère de sa valeur initiale de 2tt, ou 
4ic, ... ; mais 4* est l'angle de la tangente à la courbe avec l'axe Ox. 

Cette courbe diffère peu d'un cercle, et, quand on revient au même point 
T. - III. 36 
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après avoir parcouru toute la courbe, <J/ a augmenté de 21t. On aura donc 

u -= — ]= [^v/ zr î]5 7C = 1. 

iitsj — 1 

Pour y = o, le second membre de l'équation (17) devient égal à A,-U = A 4 -; 
cette équation peut donc s'écrire 

(18) ai A, =2 A/-yUy 

où l'on ne doit plus donner à y la valeur o. D'après leur définition (16) et ce 
que nous savons de a i9 les quantités à±/ diminuent rapidement quand l'in- 
dice i augmente. Cela posé, la formule (18) donnera, en attribuant à i les va- 
leurs 2, —1,0, 4-1, -+-2, ... : 



. . .-f- IL ,4- A_ t U_, 4- A_ 3 U t 4- *_ 4 U,4-. . . = — 4*-i, 
. . . + A 1 U_,+ U_, -f- A_,Ui 4- *_ 8 U f 4-. . . = — 2À_j f 
. . .4- /i f U_,-f- /l, U-t-H *-,U,4- ^-,11,4-. . .z= o, 
. . .4-A s U_ t + *i U_,-f- Ut -h A-tUj-K . . = 4- 2*,, 
. . .4- /i 4 lL î 4- /i 3 U_, 4- h x U, 4- U1-+-. . . = h-4*i» 



on a supposé a = 1 , et par suite h Q = 1 . 

On résoudra ces équations par des approximations successives : la deuxième 
et la quatrième donnent d'abord à peu près 

en transportant ces valeurs dans la première et la cinquième, il vient 

U_ t = 2 Al, — 4*-i — 2*, /L.j, 

U t =4*t — 2 *î 4-2A_,A 8 ; 

on en conclut aisément des valeurs plus approchées de IL,, U, f U_ a , U 2 , 

U_, = — 2 ( A_, 4- *i A_j4- hl x *, 4- . . . ), 

U, =4-2(A t 4-*_ 1 A î 4-*î/i_ 1 4-...)> 

u_,= 



On portera ces valeurs dans les relations (i5), après quoi la formule (H) 
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donne à M. Hill 
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( I) •+■ W(i,i58844— 0,1 i4o88 C0S2T — 0,000766 cos4t — o,ooooi8cos6t-4- ...) = o. 

On tombe ainsi sur l'équation de Lindstedt généralisée. On peut l'intégrer en 
se reportant au Chapitre II : W se développera en une série de cosinus d'argu- 
ments que l'on obtiendra en ajoutant aux termes de la série 

O, =t 27, ... 

une même quantité (xt 4- 4*- 

Si l'on se reporte aux formules (F) et (G), on voit que les développements de 
p, œ, v et w sont de la même forme que celui de W. On a ensuite 

/ du t ds 

u — u — — e\ — 1 v y v — Vq — — esj — itv-—^ 

et l'on sait, par les formules (i5) du Chapitre précédent, que u ets s'expri- 
ment à l'aide de séries où ne figurent que les multiples impairs de t. On en 
conclut que les différences u — u 09 s — s Q9 et par suite x — x 09 y — y 09 sont de 
la forme 

*2 X COS [f« -H + + ( af + Ot]- 

Or les formules (n) du Chapitre XIV donnent, en négligeant e' 9 y et e l 9 et 
faisant, en conséquence, / = k =. o, j = 1 : 

x = jFp-f- ifecos[(at 4-i)rdb y]. 

En comparant les deux expressions de x — x 09 on trouve 

jxr ■+- ^ = y. 

Or on a, n° 115, 

dy dm 

d!i ~~ n ~~ 7iï ' 

dm 

où représente la valeur moyenne de la vitesse du périgée, quand on néglige 
dans cette vitesse e 2 , e 72 et y 2 . On a, d'autre part, 
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Il en résulte 

cl- do dxs . /v 

di Tzn -di = rt n - n) ' 

i dxs a a 

--77=1 — =1 — c, c — — — ; 

n dt 1 -h m 1 -+- m 

c a la même signification que chez Delaunay, sauf qu'on y fait e 2 = e' 2 = y 2 = o. 
M. Hill a trouvé, en partant de l'équation 

sin* - u 

— -3 A 



sin' - 7 

2 T 



du Chapitre 11, 
d'où 



jj. — 1,07158 32774 16016, 



- ~ — 0,00867 i573o o4864- 
n dt ' 



1 dxs 

Il estime que les treize premières décimales de - sont exactes, les deux 

dernières restant seules incertaines (cela suppose exacte la valeur adoptée 
pour m). 

Les huit termes calculés par Delaunay (en m 2 , m], . . ., m\) donnent 

i3F = ^004196429 



294 2798 

99 5 7°° 
4- 3o 3577 

H- 9 l395 

-h 2 83oo 

9 836 
3468 

— 0,00867 i5o3 

Le quatrième chiffre significatif est donc inexact, et l'erreur relative de la valeur 
^ déterminée par Delaunay est environ Le calcul très simple du Cha- 
pitre VIII nous avait donné seulement 
On voit que la partie la plus importante de ^> celle qui est indépendante de 

e 2 , e 2 et y 2 , est maintenant connue, grâce aux recherches de M. Hill, avec une 
précision qui ne laisse plus rien à désirer. 
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M. Hill a exprimé l'opinion que le mieux à faire, dans la théorie de la Lune, 
c'est de déterminer successivement les inégalités qui contiennent en facteur e° 9 
e, e 2 , .., e\ ee\ ...; c'est, en somme, la méthode d'Euler. Elle réussit très 
bien dans les deux cas considérés dans ce Chapitre et le précédent; il me 
semble que, plus loin, on rencontrerait des complications tenant à la présence 
de e 2 , é 2 et y 2 dans les quantités c et g. 
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CHAPITRE XVI. 

TRAVAUX D'ADAHS SUR LA THÉORIE DE LA LUNE. 



125. Recherches d'Adams sur le mouvement moyen du nœud (Monthly 
Notices, t. XXXVIII, p. 45-49). — L'équation (b) du Chapitre XIV est 



en posant, comme précédemment, 



n 



t 



(n — n')t -h£ — b' = t 9 — - — -, — m, - ^ , = x, 

N n — n' (n — n') % 



il vient 

d*z 



Pz / x A 



Cherchons les inégalités de z qui contiennent y en facteur, sans e ni e'\ la 
formule 

/•* = x* -f- y* 4- 5* 

donne, en négligeant y a , 

On peut remplacer a? et 7 par leurs valeurs indépendantes de e, et y, telles 

qu'on les a trouvées dans le Chapitre XIV, et par sa valeur (40), page 273; 

on aura donc, pour déterminer les inégalités en question, une équation de la 
forme 

d*z 

(l) Z(q* -h 2Ç { C0S2T -t- 2^ f COS4T-r-. . .) = °î 

c'est l'équation de Gyldén-Lindstedt généralisée. On sait que son intégrale gé- 
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nérale peut se mettre sous la forme 



la constante h est déterminée par l'équation transcendante 

sin 1 - A 

= A ' 

sin 1 — 7 

2 7 

A désignant un déterminant infini, composé, comme on Ta vu au Chapitre IV, 

b b b 

avec q, q t9 q 29 Les rapports ^> -7=^1 t-*i ••• dépendent aussi de g, q t , q 2 , . . . 

"0 ^0 "0 

et de A; ils sont réels si h Test lui-même, et c'est le cas; b reste arbitraire, et 
Ton a la solution 

-+- Ô^EfA-W^-f- ô.jE^-^^h-. . . . 



En supposant b réel, et prenant la partie réelle et le coefficient de \/— i, on 
a deux solutions, que Ton peut réunir dans la formule 

z = 6 sin(Ar 4- <|0 ■+■ ^1 sin(ÀT4- ^ 4- ar) -h 6, sin(Ar ■+- 4- 4?) 4-. . . 

4- ft-i sin ( At -h ^ — 3t) h- ^-1 sin ( hx -h ^ — 4t) -h . . . , 

où désigne une constante arbitraire; c'est l'intégrale générale de l'équa- 
tion (1). 

D'autre part, quand on fait e = ë = o, j = j'= k = o, et qu'on néglige y 2 
dans la troisième des formules (i i) du Chapitre XIV, on trouve pour z une 
expression de la forme 

s = B sinyj -h Bj sin(r) -f- 2t) 4- B t sin(m -H 4t) -h. . . 

■+■ B_, sin ( y) — 2t) 4- B_, sin (m — 4t) ■+■ . . . ; 

rj = ni -h £ — Q désigne la distance moyenne de la Lune à son nœud ascen- 
dant. 

En comparant les deux expressions de z> il vient 

Ht -h <\>~ h(n — n')t h- ^ = tî, 

d'où 

— = ng = h(n-n'), 
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où g a la signification ordinaire. On connaîtra donc g quand on aura calculé h. 
Adams a trouvé ainsi 

g — i, 00399 91618 46592. 

Delaunay a obtenu, en s'arrêtant au terme en m\ pour la partie de g qui est 
indépendante de e, e et y, 

g = I , 00000 00000 o 
-h 419 64258 6 
ii 771 17 9 

— 6 67712 1 

— I 12023 4 

— 14203 4 

— 1479 

g= 1 ,00399 91722 8 

On voit que la huitième décimale est déjà erronée; néanmoins, l'erreur relative 
n'est que de 400 ! 000 ; elle est bien moindre que dans le cas du périgée. 

On voit que, grâce au travail d' Adams, la partie principale de g est obtenue 
maintenant avec une approximation qui ne laisse rien à désirer. 

126. Théorème remarquable d' Adams (Monthly Notices, t. XXXVIII, p. 460- 
472). 

La partie non périodique du développementy&itf/ de si Ton n'a pas égard 
aux termes qui contiennent en facteur des puissances de ^-,> est de la forme 

où nous supposons e et y définis comme chez Delaunay. Les coefficients A, B, 
C, . . . sont des fonctions de e' 2 , 

A = A -h Aj Aié?' 4 h-. . 
B^Bo-t-B^-f-B^^-..., 
C = C 4- C, e' s -+-C t e'*H-...; 

enfin, les coefficients A 4 , B 4 , C 4 - sont des séries développées suivant les puis- 
sances de m. Plana a constaté que B et C étaient nuls, en tenant compte des 
termes en m 2 et zn 3 ; de Pontécoulant a fait la même constatation en ayant 
égard aux termes en m* et m*. Adams a pensé que la chose est générale, et 
il a réussi à prouver, non seulement que B et C sont nuls, en tenant compte 
de toutes les puissances de m, mais qu'il en est de même de B,, B 2 , . .., C <f 
C 2 , . . . , de sorte que Ton a identiquement 



B = o et C = o; 
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c'est la première partie de son théorème; ainsi, les termes en e 2 e' 2p et en yV 8 * 
manquent dans la partie constante de y Voici la démonstration remarquable 
qu'il en a donnée. 

Soient x> y, z, r; x\ y, o, r' les coordonnées de la Lune et du Soleil; on 
a vu, au commencement du Chapitre XIV, que, si Ton néglige les termes qui don- 
neraient naissance aux inégalités parallactiques, on a les équations différen- 
tielles 





/ d*x 


■+- 


\LX 

r 3 


u!x 

~ ,'3 


_ à^x' 


(0 


} d% y 

\ dt* 


4- 


f*r 

r 3 


, n'y 


_ 3 [*'/ 




1 d*z 
dt* 








— O. 



Désignons para?,, y,, z i9 r A yjx\ -f- y'\ -t- z\ les coordonnées, pour la même 
époque /, d'une lune fictive soumise à la même attraction, mais avec des don- 
nées initiales différentes. On aura 



(2) 



d l x x 

l dt* 


, ^^1 
r\ 




_ 3tx'x' 




* d* Y% 

j dr- 


r* 


j.'3 


_ 3,xy 

~~ r' 5 


(x l x'-hf i y'), 


d*z x 
dP 






= O. 





Qn forme aisément les combinaisons suivantes 

d i x l d t x d t y l d* y d % z x d}z 

x ~dï ~ Xx Mï^ y ^ ~ Yx ~dt}^ z ~dt* ~ Zx ~di i 



d*z t 
Z dp- Z < 



d*z / 1 i\ 

qui peuvent s'écrire 



/ , v/ 1 i\ d ( dx dx x dy dr* dz dz,\ 

(3) < 7 

/ 1 \\ d f dz dz x \ 

Les expressions 

(**. + Wi + Ki)(^-^) et 1 



T. - III. 



37 



x 
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sont donc les dérivées de fonctions qui sont évidemment développables en sé- 
ries de sinus ou de cosinus d'arcs de la forme a/ + (3, car il en est ainsi de x, 

y, z,x { , . . , ^ ? • • . ; par suite, elles ne renfermeront pas de partie constante. On 

a d'ailleurs 

•^i-+-yjt-H «i— - i [ * rr x -h (/• — r,)* — {x — x x y — ( y — y,)'— (s — s,)*], 

'? \'i r) [/r, \r, r/ J 

d'où 



( -+- y.Y\ + 1 ) ( 75 - 7,) 



;(>•-;)[(■-'.)•-(— .) 1 -<r-^)--(=-»,)'][^H-(i-:)*J. 

Donc, si, relativement à une certaine quantité petite, les différences a? —x t , 
y — * — s,, et par suite - 1 - — l -> sont du premier ordre, alors l'expression 

(«,+^,+ «,) - - 3 (± - :) 

sera forcément au moins du troisième ordre. Cette conclusion s'applique aux 
coefficients de chaque sinus ou cosinus de at -h (3 et à la partie non périodique 
de l'expression précédente Or on vient de voir que la partie non périodique de 

(xx k -\- yy { -\- zz K ) ^ — ^ est nulle; il en résulte que la partie non pério- 
dique de ~ i est au moins du troisième ordre de petitesse. 

D'après les formules du Chapitre XIV, on peut écrire 

x :- u cos(nt -h e) — v sin (nt h- e), 

y r- u sin (nt -+- e) -+■ v cos(/i* -f e), 
(5) [ J v ' 

x x — u,cos(/il h- t) — sin (/*£ -4- e), 

y t r=r M, Sin 4- fi) 4~ t> t cos(/ï£ 4-6). 

Nous supposerons dans ce qui suit que les éléments a et e, et par suite n, 
sont communs à la Lune réelle et à la Lune fictive (on ne fera même porter les 
différences que sur les éléments e et y); c'est ce qui a permis d'écrire dans les 
deux dernières formules nt -h £, et non pas n s t -+- £,. On a ensuite 

**4- v*~ x\ -hy\ ~ u\ 4- 1>}, xx\+yy\--- w%, 

(x - (y — y,) 1 — ( u - Ui)*-h (v- 
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Donc, dans l'application du principe précédent, on pourra remplacer, dans 
l'équation (4), la quantité 

(r - r,) 1 - (* - x,y- {y -y, Y- (z - z,y 

par 

(r - #■,)■- (11 - «,)■-(* - ^y-iz- z x y. 

Les développements trigonométriques de x et y contiennent cinq arguments, 
tandis que ceux de u et v n'en renferment que quatre. D'après les formules (10) 

du Chapitre XIV. j ^nous dirons désormais £ pour abréger^ et u sont dévelop- 

pables en séries de cosinus d'arcs de la forme 

2i£ ztjy =b/<p'__ aArm; 

p contient les sinus des mêmes arcs; 2; tient désormais la place de t. Chaque 
coefficient est le produit de e j é J '^ 2h par une série procédant suivant les puis- 
sances de m, e 2 , ë 2 et y 2 . La coordonnée z se développe en une série de sinus 
d'arguments tels que 

chaque coefficient est le produit de ^V^'y 2 ** 1 par une série procédant suivant 
les puissances de m, e 2 , ë 2 et y 2 . 

127. Ces préliminaires posés, admettons que œ, y, z répondent aux valeurs 

e — o y y — o, 

a?,,j, et s, correspondant à 

e^o 9 y = o. 

U en résulte 5 = = o; yj ne figurera pas dans les arguments, et y sera de la 
forme 

(6) y =2 ( -+* e% + ^* + • • • ) C° s ( 2 *Ç ^ / ?' ) +2 ^ C0S ( a — •/ ? ) ; 

dans cette formule, / est essentiellement différent de zéro, puisque nous avons 
mis à part les termes dans lesquels y = o. En faisant dans la formule précé- 
dente e = o, on aura la valeur de -> 

r 

j =2 X ° cos(2iÇ:t/<p'); 

il en résulte 
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On aura des résultats de même forme pour les différences r — r,, u — u K et 
*> — en changeant, au besoin, les cosinus en sinus. La Formule (4) donne 
maintenant 



3 fois la partie constante de (j. ~ J'^j 



i i ^ s 



— part, const. de /r, ( 



4- part, const. de j ± (± - [(,•- /•,)'-(,/ - </,)'- (r - + " 7.)*] ji 

il en résulte, d'après la formule (7) et les formules analogues relatives à u — u K 
et v — v x , que la partie constante de — j^j contient au moins le facteur e 3 . 

Or les parties constantes de y et ~ se déduisent de l'expression 

en y remplaçant par zéro, d'abord y, et ensuite e aussi; la partie constante du 
développement de jj- — x - sera donc 

(\H-Be î 4-E^H-...)-A.- B^ + Ec^ 

Puisque cette expression doit contenir au moins le facteur e 8 , on doit avoir 
B = o, quelles que soient les valeurs de e' et de m; il en résulte donc bien 

B j — Bj = . . . — o. 

Pour prouver que l'on a C = o, il suffit de reprendre les mêmes raisonne- 
ments, en faisant jouer à y le rôle de e, et vice versa. On supposera donc 

e ~ o, y -— o, dans x y y y z, 
e — o, y£o, dans x u y u *\. 

On trouvera 

7. =2 G ° cos(2^±/ 9 '), 
i - J =2 ( e i ^ + ® 1 Y* -+- • • • ) cos ( 2 ± / ?' ) -+"2 tô 7 U ' cos ( a i{ ± / 9' ± a A- ï, ) ; 

dans cette dernière formule, £ est essentiellement différent de o; - — - con- 
tient donc le facteur y 2 , et il en sera de même des différences r — r, , u — u l 
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et t> — On a d'ailleurs z = o, et s, contient le facteur y. La formule (4) 
donne 

3 fois la partie constante de — y^j 
8) | = part, const. de rr x ^~ — ^ 

-4- part, const. de j I ^ - ^ [( r .-r 1 ) ï --(ii--ii l ) , -(r-^)«--^]^ ; ^ -!- ^ - ^ 

la première portion du second membre contient le facteur y , et la seconde y*. 
Or la partie constante de ^ — l - est égale à 



(A -+- Cy*-t- Gy*-b ...)— A = Cy*-f- Gy*H- . . . . 

On a donc identiquement C = o, et par suite 

Ci — C j — . . . — o î 
la première partie du théorème d'Adams est ainsi démontrée. 

128. Âdams a trouvé, par ses calculs directs, 

io 128 
v t 63 , 

G = — m* 4- | m 3 ; 

o 

il n'est pas allé plus loin, parce que, dans Ee*-h 2Fe 2 y 2 -+- Gy*, il aurait fallu 
déterminer des quantités du huitième ordre; celles du septième sont déjà diffi- 
ciles à former. 

On a, d'autre part, 



^=,+...^«-('?». > +^s™' , )+,'f-ï™'-,- s «•■)+...= * 

V 2 3a / ' \ 2 16 / /id* 

ou bien 

^ c = i-h. . .4- He 1 -h Ky*-h. . ., 



On peut écrire 
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en posant 

„ 3 . 189 . XT 3 , 27 

M == - m 1 h- - — m 3 , N = /n*-h ~ m*. 

a 32 2 16 

H =6 m J + =6E -+-..., 

\io 128 / 

K = 6^ m*-+- ^ m») = 6F+..., 

On a donc les égalités approchées 

H K M _N 

(10) l=F f F-G' 

Adams a démontré qu'elles sont rigoureuses, et c'est la seconde partie de son 
beau théorème. 

Donnons à x, y % z les valeurs qui répondent à 

e > o, y—o 9 
et à x t , y n 5, les valeurs qui répondent à 

Nous déterminerons y par la condition que <p, et, par suite c,, soit le même 
dans les deux cas, ce qui nous donne, en vertu de la première relation (9), 

He î -h... = Heî-hKy î 4-..., 

d'où 

H 

(11) _(<?»-<?*)+-...; 

ainsi, y 2 contient le facteur e — e % . Le développement de y est de la forme 

k est essentiellement différent de zéro. On en déduit, en remplaçant y par o, 
par e, c[ u par C , sans toucher à £, <p, <p\ e\ m, 

7. c ^ 2 *^/? 
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d'Où 

-h 2 g<*> y* k cos ( 2 il dty 9 zhy ' 9' ± 2 Xrrj ), 

£q ] ^0 = — 0(e 2 ) contient le facteur e — ; tous les autres termes de 

la formule précédente renferment le facteur y 2 , donc aussi e — e i9 d'après la 
formule (1 1). On peut donc dire que les quantités 

1 1 

> r — 11 — Mi et v — v x 

r, r 

contiennent toutes e — e x en facteur. Or, si Ton se reporte à la formule (8), on 
voit que toutes les expressions 

renferment le facteur (e — e , )\ Quant à l'expression 

elle contient le facteur (e — e t )y*, ou bien (e — e,) 2 , d'après la relation (1 1). 

Donc, en résumé, la partie constante de ^ — ^ contient le facteur 

(e — e t ) 2 ; mais, comme cette partie constante ne dépend que des puissances 
paires de e et e %9 elle devra renfermer le facteur (e 2 — e\) 2 . Or on a 

— = A -h Ee\ -h 2 FeJ y* h- Gy 4 -t- ... -t- des termes périodiques, 
r 1 

ou bien, en vertu de la formule (11)' 



1 2FH H 1 



d'où 



- = A +Ee* + 

r 



On en conclut 



4- — — E(e}~ -h -17— eî(e* — e?) ■+■ ~vr ( e * _ ^î) 1 "^ ••-+- des termes périodiques. 
f'i f K. K. 

La partie constante doit être divisible par (e 2 — e\) % \ il doit en être de même de 

t./ « *\ 2FH 4 

E(eJ + e 2 ) g- e*. 
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On en conclut 

1 K~ 1 ~°' 

H K 

E ~~ F ; 

la première des relations (xo) est ainsi démontrée. 

129. Donnons maintenant à x, y, z les valeurs qui répondent à e — o et 
y<o, et à x i9 y i9 z K les valeurs qui répondent à e^o et y = y, <o. Détermi- 
nons e de façon que y] et par suite g soit le même dans les deux cas; nous 
aurons, en vertu de l'expression (9) de g, 

Ny 1 -H... — Me 1 -HNyÎ4-..., 

d'où 

N 

contiendra donc le facteur y 2 -- y 2 . On aura pour ^- un développement tel 
que 

-!- = y [Ç ( n -+- ff c l l, « 1 -h. . .] cos(2iÇ =±=/<p' ±2kn) 

-f- 2 e y cos ( 2 1 Ç ±y 9 db/ y'±2kr))\ 

j est différent de zéro, puisqu'on a mis à part le terme qui correspond à j = o. 

Les coefficients ç et /j sont des fonctions de y 2 . En remplaçant y, par y, fai- 
sant e = o, remarquant que r\ ne change pas et désignant par ç ce que devient 
Cj >( 4) , on trouve 

puis 

+ 2 5< "* y cos(aï£ dby> ±:/<p' ± a*u). 

Tous les termes du second membre contiennent e en facteur, à l'exception de 
la portion (ft ç — $(y 2 ) — <t>(y 2 ) qui contient évidemment le facteur y 2 — y 2 . 
Voyons ce qui arrive pour z i ; on pourra écrire 

+ y, 2 ^ (y, e y sin ±: y 9 Jz /<p' ir (2* -f- 1) yj] 
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/ est essentiellement différent de zéro. En remplaçant e par zéro et y, par y, il 
vient, puisque r\ reste le même, 

-i-*=2[yi CT-yCo-Hyi cS i, ^+..Osin[^;± y >'=i=(^- + -i)Y)| 

yi ^ * y sin i£ zb y 9 dby'o' ± ( «ï A- -h 1 ) yj]. 

La quantité 

y. C ( i , -yCo = yt , r(yî)-yT( 7 ') 

est évidemment divisible par y — y, ; e 2 est aussi divisible par y — y,, comme 
on Ta vu plus haut. On peut donc dire que les divers termes de z — s, con- 
tiennent en facteur soit y — y f , soit ey t . 
Posons maintenant 

Zi — s il —./'?' - *» 

a 2 — 1 il ±: y'9 ± y' 9' ± ^ /* tî, 

et appliquons la formule (8) : chacune des expressions de y — y r — r,, 

// — m, et 9 — r, se compose d'une série de termes en cosa, ayant tous y 2 — y 2 
en facteur et d'une série de termes en cosa 2 contenant tous le facteur e. Chaque 
terme des développements 

<•» (*-;)'• (*-$)<•—"■ 

s'obtient en prenant trois facteurs de la forme cosa,, ou deux facteurs cosa, 
et un facteur cosa 2> ou un facteur cosa, et deux facteurs cosa 2 , ou enfin trois 
facteurs cosa v Dans le second cas, o ne peut pas disparaître, et l'on n'obtien- 
drait rien qui entre dans la partie non périodique de j/, dans le premier cas, le 

produit de trois facteurs en cosa, contiendra (y 2 — y;) 5 . Avec un facteur en 
cosa, et deux en cosa 2 , on aura d'une part y 2 — y 2 , et de l'autre e 2 , qui amène 
y 2 — y 2 ; donc, en somme, le facteur (y 2 — y 2 ) existe dans tous les termes du 
groupe mentionné. Quand on prend trois facteurs cosa 2 , les valeurs de y ne 
peuvent pas être égales toutes à ±i f car alors deux de ces valeurs seraient 
égales entre elles et ç ne disparaîtrait pas du produit des trois cosinus. Donc 
Tune au moins des valeurs de y doit être >2; le produit contiendra donc le fac- 
teur e 2 et, par suite, (y 2 — y 2 ). Ainsi donc, toutes les parties non périodiques 
des développements (i3) contiennent (y 2 — y 2 ; 2 en facteur. 

T. — III. 38 
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Reste à examiner la partie constante de — (z — z t )*. Posons 

Pi = aiJ ±y> ±y 7 9'± (a* + i)tj; 

s — s, se compose de termes en cos(î, contenant y — y, en facteur et de termes 
en cos[3 2 contenant c. On verra aisément qu'on ne peut prendre que les trois 
combinaisons suivantes, à côté desquelles nous inscrirons les facteurs cor- 
respondants 

1 terme en cosa t et 2 en cos(3, (y* — y?) (y — yi)*, 

N 

1 terme en cosoti et 2 en cos(3, (y 2 — yï) « l = (y 1 — y?)* jjj» 

1 terme en cosa,, 1 en cos(3 t et 1 en cos(3,. (y 5 — y?) (y — y\)e. 

On aura donc toujours le facteur (y — y,) 1 et, par suite, (y 2 — y 2 ) 2 , puisque 
finalement la partie constante de y — - m ne peut contenir que des puissances 
paires de y et y, . Or on a 

— — \ +Ee v + aF^yï-f- Gy}-h 

'"i 

- =A + fiv» + ..., 
/• ' 

d'où 

Cela doit être divisible par (y a — yï) 2 » en tenant compte de la relation (ta), 
on voit que l'expression 

2FN 

doit être divisible par y 2 — y 2 ; ce qui donne 

_ , 2FN , M N 

c'est la seconde des relations (io) que l'on voulait démontrer. 

La seconde partie du théorème d'Adams constitue une tentative très heu- 
reuse pour rattacher les développements de c et g à celui de la portion con- 
stante de 
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130. Hansen a exposé sa méthode dans l'Ouvrage intitulé : Fundamenta 
nova investi gationis orbitœ verœ quant Luna perluslrat (i 838). Il y a apporté 
ensuite quelques modifications dans sa Darlegung der iheorelischen Berechnung 
derin den Mondlafeln angewandten Stôrungen (1862-1864)1 et c'est de ce der- 
nier Ouvrage, surtout du Tome I, que nous allons rendre compte ici. 

Soient a, n, e 9 i, 0, gj, c, r, /, e le demi grand axe, le moyen mouvement, 
l'excentricité, l'inclinaison, la longitude du nœud ascendant, celle du périgée, 
celle de l'époque, le rayon vecteur, l'anomalie vraie et l'anomalie excentrique 
de la Lune à l'époque ce sont donc les éléments elliptiques variables. Les for- 
mules 

| £ — e siiiE = nt 4- £ — bj = nt -h c, 

(1) < /*cos/= a(coss — e), /*sin/= a \J 1 — e l sine, 

[ ;i* a* = x(i -h m) 

feront connaître r et /. Si l'on suppose connus 0, i et xs 9 la position de la Lune, 
à l'époque /, sera complètement déterminée. Nous avons représenté par x l'at- 
traction de deux unités de masse à l'unité de distance, par m la masse de la 
Lune, celle de la Terre étant prise pour unité; nous désignerons par m! la 
masse du Soleil, et par 

x(i4-/m)S, x(i-hm)£ et x(i + /h)Z 

les composantes de la force perturbatrice provenant de l'attraction du Soleil, 
suivant trois axes mobiles, le rayon vecteur de la Lune, la perpendiculaire à ce 
rayon située dans le plan de l'orbite et la normale à l'orbite. En se reportant aux 
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formules (a), page 2;) de ce Volume, on pourra écrire comme il suit les équa- 
tions qui donnent les dérivées des éléments elliptiques : 



da n«* . . . ^ p\ 



(^) 



dt 

e dm 

~df 

dt 



— 11a 



-==-.//■ C0S(/4-CJ — 6), 
y/ 1 — e* 



0.1 



/m 



dt — 6 >î 



Z/-sin(/4-CT- 6), 



2e siii 3 — 7 — h /*a 3 v 
2 f/J v 

=: — 2 na S /* -h 



-+- 2 V 



2 t'i — e 1 sni s - -7-* 

2 



Soient a', v', 5' les coordonnées du Soleil, rapportées aux axes mobiles défi- 
nis plus haut, A et r ses distances à la Lune et à la Terre; on aura 

s.^rw' )_£)], e = -^-/( i -A-,), z = — *'fi-4iV 

i-i-^L \A l /' V A 3 /J 1 + «1 \A 3 /• v 1 -h m \A 3 /■'■/ 

131. Dans l'orbite mobile, Hansen introduit un point X, origine des longi- 




tudes ()), tel que, si Ton pose 



NX =. cr, 



on ait 



d<J . dO 

--- ~ eos* : 
dt dt 3 



l'arc NX n'étant défini que par sa différentielle, a n'est pas entièrement défini ; 
mais il le deviendra si l'on s'impose, au début, la condition 



Co = f h- 

Hansen pose 
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On aura 

eh da dus dO dm , .^dO 

-~ ~ - - -\ — — — ; (1 — cos i) -7- 9 

dt dl dt dt dt v ' dl 

d'où, en tenant compte de l'expression (a) de ^> 



3oi 



(3) 



On voit que l'expression de tfe est plus simple que celle de 
On sera conduit plus tard à poser 

(4) sin i sitîo- sin * cos * = q. 

On en tire, en différentiant et remplaçant ^ par cosi ^> 



dp . / . di . . t*v/ \ 

-jj = COS* ( S1I10" -g- 4- COSffSllli — )> 



dt) 



-^cos^cos^-sinas.n^j 



d'où, à cause des valeurs (2) de ^ et sin i ^t> 

~ — - ~ na Z/tqsi[ sin(/ 9) cos a -+- cos(/-h gj — 0) sin a*], 
{ -~ = na T Lr cos* [— sin(/ -H rs — 0) sino* -h cos(/ 4- gj — 0) cos 7] ; 

)/ 1 — 

mais on a 

f -\-w — — v — fj. 

Il vient ainsi simplement 

' dp na . . 

1 -f- — /n'ost sin 1? 

(5) 1 X 



i _ na /f . 



cos l COS i'. 



Rappelons encore les formules suivantes qui nous serviront bientôt (t. I , 
p. 4^3) 

/ d l r di'* /t'a 3 , . „ 

(6) ! 

U('• î S)= x(, - 1 - m)5, •' 

où v désigne bien la longitude comptée dans l'orbite mobile, à partir du point X. 
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132. Hansen considère une ellipse de grandeur et de forme constantes, qu'il 
fait tourner dans le plan de l'orbite mobile, d'un mouvement uniforme, afin de 
tenir compte, dès la première approximation, du mouvement moyen du péri- 
gée. Soient a , n , e les éléments rigoureusement constants de cette ellipse : 
ce seront les valeurs moyennes des éléments variables a, n ele; désignons, en 
outre, par n y la vitesse angulaire de rotation de l'ellipse, et par ir une con- 
stante. A désignant la position occupée à l'époque / par le point le plus voisin 
de la Terre, on aura 

XOA = tt -»- n yt. 

Soit M la position correspondante de la Lune; le rayon MO rencontre l'ellipse 
mobile en N (Jïg. 10); Hansen désigne par r et / le rayon ON et l'anomalie 

Fi g. 10. 




vraie AON dans l'ellipse auxiliaire, par n z l'anomalie moyenne, et e l'anomalie 
excentrique. On aura donc 



s — e sine == /< v, ni al — x(i -h m) ; 

(7) { r cos / = a (cose — e Q ), /• sin / — a Q \J 1 — sin£, 

[ v =7 ■+* TTo + 'hft =/+ h 

On voit que, pour le calcul de v 9 on fait porter toutes les perturbations sur 
l'anomalie moyenne de l'ellipse auxiliaire; z est une fonction de / que nous ap- 
prendrons à calculer. On voit aussi que, si v est le même dans les deux orbites, 
il n'en est pas de même des rayons vecteurs ON et OM. Hansen pose 

(8) /• = 7(n- v). 

On va calculer^; on a, d'après la seconde équation (G), quand la force per- 
turbatrice s'annule, 



dt v 



Cette expression convient encore au mouvement troublé; seulement on doit 
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prendre, les éléments étant devenus variables, 

(9) — ^ £=x(i + m)fcr, 



On a ensuite 



dv nd 1 J 1 — e* df df dz 



Mais on a aussi 

-> df 4 , 



en tirant de là ^ et le reportant dans l'équation précédente, il vient 



, x dz na % \i 1 — 6' 1 / /• \ 

(10) - r — / I — 1 

fit n a- QK , \ rj 



- \ î / — \ î 



\J\-el \"o 

Or on a 



— i — 

/• = /■( ih- y V, _ — — 1 4- 2 h ( ) j 



ce qui permet d'écrire 



dz^ na>s/*-e> j _ f ^ q 7 ^ /M' j r_^V. 



On élimine r à l'aide de la relation 



et Ton pose 



1 h- e cos / 



A — — = = - — —— , na 1 U] — e* — — — ; 

r- Il ' 



(II) 

1 h,r= 



\J 1 — e 1 y//? 



- y*(i-+-mj r x(iH-m) . 

— -, — » "0 «0 V 1 e o — 7 ^ 

— *J V^otl-'i) ''<> 



et il vient 



dz 
de 



f h + 2— — 1 + g cos / ^0 / v V y ( ZV. 

/i /i «o » — *J V H- V v^—^î \" ' 



On fait encore 



(12) W=— I— -^4-2- ^- =-I + T ° 
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et il vient 

(.3) * =I + w + *!(-JL.Y-^.^(iY. 

dt h \\ v/ v" 1 — 

On aurait aussi les formules 

( l3') — H- • ( — ) — - 5 ~ - - , ; = I -h W -4- 7 7- ( l 4- » — • 

Enfin l'expression de W peut s'écrire, en ayant égard à la troisième des for- 
mules (7), 

133. La quantité W, définie par la formule (1 f\) 9 contient le temps / de trois 

façons : par n yt 9 par r et / qui dépendent de z au moyen des relations (7), et 
par les éléments variables /*, e et ^. Pour introduire les composantes de la force 
perturbatrice, il faudrait remplacer A, e et y-par leurs valeurs en fonction de t. 

Il vaudra mieux calculer parce que ce ne sont pas A, e et ^ qui sont donnés 

immédiatement, mais^> ^fi^Tù' Nous formerons^- ou plutôt sans faire 

varier le temps qui figure dans r et / par z ; il convient, pour plus de clarté, de 
remplacer / par t dans r, f et 5, qui deviendront ainsi p, o et Ç; on aura donc 



s — e siti£ — "o£t 



il 

(la) ■ pcoscp — rtr (ros£ — #» ), 



sin 9 ~ *7 y 1 - r - sin s ; 



par ce changement partiel de / en t» W deviendra W, et Ton aura 
(l6) W — , - + a ô + ''.v'**.-/\ 

Si Ton faisait, dans cette expression, 7 = /, on retrouverait W. 
On trouve aisément 



' _ iM _ ^0 ^ - 1 4-ecos(9 -4- /* j* -H 7T -~x) I 

/* - e sin ( 9 -h /i y t -+- 7T — y ) 

-2 r /«o r p — : — 7— - — -~; 
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dans la première partie du second membre, on doit faire varier t seulement dans 
à, e et y f et non dans n yt. 

Or, si l'on a égard aux relations suivantes qui découlent des formules (i5), 



à? __ <*l y/' — e l } dp a o e o si 

"o ~~ "* 9 n Q à* \/T^~ël 



l'équation (16) donne 

àW h . - i -h e cos(o -+- n n rt -+- z — y) h a Q e sîn(q> H- n yt -h ir — y) 
— -=2 r e sin ? ! -, 2 ^-2r- _ ^; 

d'où, en vertu de la formule (16), 

r)W + ï 1 dp h Oo gsin(o-f- n yt -+- 7T — %) 



/«o^ï p "o^Ç p y/i — 

Si l'on tire de lk la valeur de csin(ç n yt + - — y ) pour la porter dans 
l'expression de on trouve 



cm 

dt 

(i7) 



^ T A - 1 H-fCOs(? -h "o W -H 7T — 1 

- âi[ h H " 2 A P «o('-*2) J 





D'ailleurs les formules (2), (3), (9) et (1 1) donnent 

~ =z — /** £ r = — x ( 1 -h m ) G - ; 
A P 



On en tire aisément 

1 he 



= — ©iesinv -hsinyrS sin/4- - ( - — - )1 

-+-cosx£— 8cos/-h6^i4-^ sin/J, 

— sin x S cos/h- 6 ^1 ^ sin/J , 
T. — 111. 3 9 
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et, en tenant compte de la relation 

— e- + -(- — - ] = (i-+--)eos/, 

P e\r a) \ p) J 

il vient 

x(i + m) c// \ P/ 

— — - dhecos% _ g g j n v + g | j _j_ £\ (cosy cos / — sin y sin /), 

x(ï + m) di \ p) K K J A Jt 

ou, plus simplement, 

i dheswvt / r\ _ . 
- 7- — - = — b cos v -\- 1 H — ) £ sin t', 



x(i + m) 

('9) ' 

1 dhe cosy ^ 

— = b sin v -+- ( 1 -h - ) (s cos v. 



En ayant égard aux relations (18) et (19), il vient 

1 d T h p 1 4- ecos(? -f- n yt -t- 77 ft — y) J 

x(i -+- m) cJ* [_ ^ ^0 a o 1 J 

L 7 * ^0 «0(1 — ^î) J p 

cos(9 -f- /i yt -+-7r ) S sint' h-^i -h ^ G cosej 



«.(« «î)| + sin(9 + «, <r t + ir,)[-Sco8«» + (n-^68in«»l 

LA* /«o «o(« — «5) J P 



Après quoi la formule (17) donne, si Ton tient compte de la relation 
x(i -h m) = h\p Q = h 2 p, 



dW 
dt 



= s»/< pSsin(/ — 9) 
-+- A 6/' a £cos(/— 9) 



9. oh* 



(ao) 



/tj« (i — ej) 



_/. « -LP^r? __r\ .... ... 2/,s P 

dt ' 



A gr| a g C o S (/-i)-, + /t , ffo(| ^ e , ) [co S (/-y)-.] 
2/* pSsin(7— ?) 
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134. Hansen introduit, au lieu des composantes s et S, les dérivées par- 
tielles de la fonction perturbatrice par rapport à ret v. 

Fip. ii. 




Soit Û la fonction perturbatrice divisée par le facteur x(i + m). On aura 



or on a constamment 



m' f i xx' -+- y y' -h zz'\ ^ 

~~ i -+- m \Â F 1 / ' 



x = r, J = o, z=o; 



nous poserons de plus, en désignant par M et M' les positions de la Lune et 
du Soleil à l'époque quelconque /, 



X 



Nous aurons ainsi 



On en lire 



cosMM = -, =H. 

r 



iH-m\A r* / 
A* = r* -f- r' 1 — 2 / r' H. 

— m ' ( _ r — r'YL _ H_\ 
<Jr i + m[ \A* r'V A'J 



ôr 



ou, d'après le n° 130, 



On a ensuite 



dv 



_ m! frr' _ J^\^H 
~" i m \ A 3 r'*J dv 



Or, si Ton désigne par X et X' les origines des longitudes dans les deux 
plans mobiles, et que Ton fasse 

XG = o, X'G = ^, XM = r, \'hV=v' XGX' = J, 
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le triangle sphérique MGM' donnera 

H = cos(e — 9) cos(*>' — ty) -H sin(e — 9) sin (y' — vp) cosJ, 



d'où 

dv 



= — sin(t> — 9) cos(c' — -f- cos(e — 9) sin(i> f — <J>) cosJ = cosM'N, 



en définissant le point N par la condition MN = 90 . Mais on a 



y' 



/ 

Il en résulte donc 

d& m' 



■— r = cosM'N. 



dv 1 -+- m 

ou, d'après le n° 130, 



VA» /'"/ /•' 



de 



La formule (20) pourra donc s'écrire 

^77- = Aoi2-cos(/ — 9) — i-h 2 /* P »x [ cos (/ — ?) — '] (tt 

^ f r w T/ /i*a (i — ej) L w T/ J ) d*> 



(ai) J ^ a /, Êsin(/— 9>r^ 



135. Quand on aura effectué le développement du second membre et l'inté- 
gration relative à il suffira de changer t en / pour avoir W, après quoi on 

pourra calculer ^ par la formule (12). 

On peut introduire une simplification en faisant 

n z — n t c -h n dz, 

d'où 

Bz et $Ç sont de l'ordre de la fonction perturbatrice. Soit posé 



y = n t -h c = £ — e 9 si n 6 



0» 



p sin 9 = a sj 1 — e\ sin £ a , 

p COS 9o = «0 ( COS 6 — <? ), 
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et soit W ce que devient W quand on y remplace p et ç par p et <p , 

W^-r-^-f-^po a.(i-el) 

On aura, par la série de Taylor, en attribuant à l'anomalie moyenne y l'ac- 
croissement n S£, 

W = W,+ ^Î n 3Ç + i ( /i. « )■ f 

cr/ 2 oy* 

et, après avoir changé t en 



(22)' W = W -t- "j-^/lo^-h- -— -r-^- ( /!<> ) 2 -h . . . , 

v ' </y 2 CT/ 1 

où les dérivées ayant été prises par rapport à y, la barre indique que Ton doit 
changer t en /, ce qui changera y en 

On aura, en vertu de la formule (ai), 

UT = *\r COs(/ ~ " ' + l>la a{l -et) *> ~ ^ 

(a3) < +2A ^sin(/-<p )- 5r 

La formule (i3) donnera, en tenant compte de (22), 

(*4) ^ = «.<^.+*./[w; + ^^ 

Remarque. — On aura, comme pour W, 

( 2 5) 'r = r\ -h ^n.iz + I (* a*) 1 + • . . . 

136. Détermination de v. — On a 

/• = r(i 4- v), 

d'où 

dr . . dr dz - dv 

En vertu des relations (10) et (i i), il vient 



dr . 



'il a CHAPITRE XVII. 

d'où 



dv i dr 



En ayant égard aux formules 



dz < h r y 



dr . dr , . 

— he sin/, — = h e sin / , 

2. — -H ecos/) _i_ _ i 4-g cos7 

l'expression précédente de ^ devient 

dv hesinf hee sin(/— / ) Ag sin/ _^ j , * rfr 1 

Mais, si l'on différentie (14) par rapport à 5, qui n'entre que dans r et /, il 
vient 

*T = «.(»-«» l' + + *.-*)] 

_ a A 7 g sin (7 -H "o.T * H-tTq— x) ^Qg^y/i — ej 
/i «0(1 — g?) 7-* 

2 Ag sin/ 

-+- 2Ag sin/ — ; ^ — a/rgsin/ — r— 2 — 

«0(1 — e\) J «0(1 — 



En rapprochant les expressions précédentes de ^ et de ^» il vient 

dv 1 àW y d?* 

(26) -7- = -r — 1 ■ (1 4- v) -j-- 

dt 2 dz 2a j v/i — ej dz 

On a d'ailleurs 



n Q ôz ây ây* 2 dy l 9 ' 

il en résulte donc 



où C est une constante d'intégration. 



THÉORIE DE LA LUNE DE HANSEN. 3 1 I 

On a d'ailleurs 

r est calculé, par les formules du mouvement elliptique, avec les éléments a 
et e , et l'anomalie moyenne g. 

137. Introduction de nouvelles variables au lieu de 'f et — On a, d'après 
le n°134, 

A' = / ,s -f- r' 1 — 2/v' |^eos(i> — i>' — 9 -4- <J0 cos 1 ^ -h cos(i> -h v' — cp — ty) s ' nî ^J ' 

On pose, pour tenir compte immédiatement des déplacements séculaires des 
nœuds, 

( 2K = 7r — 7t — 9 -h ^ -h 2n r\(, 

où a et Y) désignent des constantes que Ton déterminera de façon que N et K ne 
contiennent aucuns termes proportionnels à /, O On a d'ailleurs 

(29) j et de même 

Grâce aux relations (28) et (29), l'expression précédente de A 2 devient 

A*= 2/- r'cois 1 - cos[/—/ 7 -+- n (y — y — ir\)l -+- 2K] 

— 2 /T'siii* - cosj/ -+-/ 4- n (y+y' -h 2a)* -h 2N]. 

Soient a> = GIT, a>'= GIT les distances du nœud commun des orbites aux deux 
périgées; on aura aussi 



A 2 = r*-*-/'* — 2/r'cos l -cos (/ + gj — /' — &>') — 2rr' sin* £cos(/-h w -+- /'-t- &>'). 



11 en résulte, en négligeant les petites quantités / — /, /' — /', 

— &>' = «oO'— / — 2Yî)/ -h 2K, 



3l2 
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donc, abstraction faite de petits termes, 2N et 2K représentent la somme et la 
différence des quantités (0 et o>'. 

Soit posé, dans la fig. 1 1 de la page 307, 

<7 = XA; AG = xA = 0; MAj =i; <? = XG; 

<x'=X'A'; A'G=^; JcA'=e f ; M'A>=i f ; 4> = X'G; 

on aura 

<p = <& -h <x; — ty* 4- j' ; y<x = cos*e/0; da' = cos i' dû' , 

et, en différentiant les formules (28), 

dîi = — w a rf* — - (rftf -h rf<x 4- rf<x'), 

dK = -h /i t)tf* — - — rf^" — rfff'). 

Mais les analogies différentielles appliquées au triangle AGA' donnent 

dj = cos$tfr — cosWdi' -h sin^siiu'ûfô — sin^F sinUdB'; 

d& = — cotJsin$*#-h (cotJcos<& sin* — cosi)dO 
-+• coséc J sinW di' — cosécJ cos^F sini'd0'; 

dW^z— coséc Jsin<&<# -h coséc J costësin idO 

cotJsin^cfr'— (cotJcos^sin* 7 -4- cost')</0'. 



En portant dans les expressions précédentes, et remplaçant </8 et db' par 

et-^r>> il vient 
cosr 



d} =cos$di 4- sin$tangi<fo — cosVt/i 7 — sinVtangt't/o'', 

J , . 

2 2 

J, . 

2 ~ 2 



*/N — — /i arf* -h - cot- (sin<&<# — cos<& tangua — sïnWdf -H cos^tangi'rfa') , 
dK— n ndt — - lang- (sinflrfi — cos$ tangi <Ax -h sin^** — cos^ tangua')- 



On pose maintenant 



P = asin- sin(N-No), 

(3o) , j 

Q = 2sin- cos(N — N ). 
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N désignant la valeur initiale de N. On en tire 

dP — cos^ sin(N — N )^J -t- a sin- cos(N --j\ ) **N\ 
dQ — cos - cos(N — N )dJ — a sin - sin(N — N ) diï. 

a 2 

Nous avons déjà fait, page 3oi, 

sint siiiff —fi siiw coso- —7; 
(3i) / soit de même 

( siiw 7 siiiff'=//, sine 7 cos a' — 7'. 



Nous aurons 



suio- , cos<j , 

dl — r dp -h : dll, 

cos l r COS l 
. COS (7 . Slllff , 

du ~ - . .- dp - -: — 7 atf ; 
siii 1 r sin « 

... Slllff' , , cos<j' , . 

dv r_z dp' h .7- a<y', 

cosr r cos*' 7 

, , cos<j' , . sin<r' , , 

di — - — T ; — n du' ; 

sin r ^ snw ' 



et il viendra pour les expressions précédentes de dP 9 dQ et </K, en introduisant 
p, q, p' f q' 9 au lieu de <x, *', a' et *\ et réduisant, 

— n <xQdt — cos - Tcos(9 4- N — N ) — sin (9 -t- N — N ) I 

2 L cos/ VT cos*J 

-+-cos^ [gos^-hN — N ) — sin(<t-hX — N ) -^-7, I ; 
a|_ cosr T cosi'J 

rfQ = /i «P^-hcos - Tsin(o + N- N ) -+- cos(o> h- N - N.) ] 

— cos- fsin(d»n- N — N ) -^L -+- cos(^ -h N — N ) -^r.l ; 
a|_ cos*' T "'cost'J' 



(3a) 



dK = n ndt -h ^ tang -j ^cos? 



cos/ T cos* 



I J / .<//>' . . dq' \ 

H — tang - cos a» — -.. — suri» — • 
a a \ T cosr T cos ij 



Nous pouvons d'ailleurs calculer ^ et ~ par les formules (5), dans lesquelles, 
d'après le n° 130, nous devons remplacer Z par 

m! ( j i \ , m! ( \ i \ . , . 
( Ti 7î ) 5 = — ( -r\ jz r sin(^' — df) sin J, 

T. - III. 4o 
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ce qui nous donnera 

% =- rzr-^l Acosi (~ - p;) /r'sinJsin^sin(^-^), 
(33) ( X / 

f if = — — hcosi (~ //'sinJcosi'sin W— 

1 dt 1 4- m \A* r' 3 / 

Cela permet d'écrire comme il suit les formules (32) 

- -«««Qh — — h ( ~ '-^ //'sin J cos - sin (y' — <|/)sin(i> — o — N-+-N©) 

i dt \A 3 /•'/ 2 



J 

cos - 
cos* 



K cosô ^ 4sii1 *^) 



dQ 

dï 

(34) 



-f- n ocV — — h (^-z \- \ /-/'sin Jcos - sin (y' — <Mcos(f— o — N-*-N ) 

i -h m \A 3 r n ) 2 ' 



J 

cos - 



^(sinQ^yr- cos 6^ Y 

cosr \ dl dt J 



dK m' ( i i \ . J . . , 

ST= r+^n \ A* P 3 / â sin ^ sin(e <J>) 

i # J i / . dp' . , d<?'\ 

où l'on a fait, pour abréger, 

(35) e = -4.-N + N,. 

138. Nous allons introduire ^jj» et ^' Nous avons, d'après le n° 134, 



i -h m \ A /*' 3 / 



r*4- — 2/r'H, 
H = cos (v — 9) cos (f' — + ) -H sin (v — <p) sin (y' — <J>) cosJ. 



On en conclut 



~~ TT^T (ï 3 P 3 ) rr ' s M*-?)»in(^ — +)sinJ» 



ÏT^i (î» ~~ P») ,/ ''[ sin (^~?) cos (^ , -+)~ cos ( (; --?) sin (^--+) cosJ ]' 

^= 7^ (^3 - ,4ï) //• , [cos(^~ 9)sin(/~^)-sin(^-cp)cos(^-^)cosJ]. 
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On tire ensuite des formules (28) et (3o) 

dP — cos - sin (N — N )^J -+- 2 sin - cos (N — N )</N, 
di} -= cos - cos(N— N ) dJ — 2 sin - sin (N — N ) ^N, 
é/N = — n xdt — - (dy -h dty), 

3 



d'où 



(36) cos - d.l = sin (N — N ) dP cos (N - N ) r/Q, 

sin - (- q/i O 0c<// — do — d\) — cos (N — N ) rfP — sin (N — N ) rfQ, 

— «ty = 3 n Q i)dl — vrlK, 

Ces deux dernières relations donnent 

cos (N — N ) dP — sin (N — N ) rfQ 



(37) rfo = +■ /i (y) — a) dt — dK — 



. J 

2sm - 
2 



. .1 

2SIII - 
2 



Les formules (36), (37) et (38) permettent de lire immédiatement les valeurs 
des dérivées partielles de J, 9 et ^ par rapport à K, P et Q. On a, en ayant égard 
à ces valeurs, 

d& _dQ, sin(N-N ) _ (dQ dQ\ cos(N — N ) 
ÔP — dJ J Ido + <ty ) . J ' 

COS - x ' T 2S1I1 - 

2 2 

d& dGcos(N — N ) fdSt dû\ sin (N — NJ 



cto\ sii 



~~~ àJ J V ^ <ty 7 . J 

cos - N ' w 2 sin - 

2 2 

d'où, en remplaçant ^> ^> ^ par leurs expressions précédentes, 

ml /J_ _ J_\ . . J r2sin(^-. ? )sin(^-+)sin(N-N )l 

ÔP ~ i + m\A s r'V 2 [ -+- S in(c4- <p — <J<)cos(N - N ) J 

m' ( i i_\ , . J [2sin(c — <p)sin(/— <}/)cos(N — N )~| 

<MJ~ " i-hm \A 3 r'V ï [ — sin(?-M'' — ? - <}/) sin (N - N,,) J 



ÔK 



m! ( \ 1 \ , J , ... 

( t- r: J rr cos* - X 2 sin r — r — o -f- <L). 

1 -h m \A J /• 3 / 2 . * 
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On tire de là les combinaisons suivantes : 



, J à& t n 3Q 
cos* - 



a-x + 7 p 3? = 7— fx^ rr'sinJcos - sin(?' — <p) sin (e— <p — N-4-N ), 

cos* - in - ? Q TF = r* ) rrsinJcos - sin(r — ^)cos(f—cp — N-+-N ), 

7 P m + yQ^- - - hn 75 r/ sin - sin c — ©)sin(e'— ty). 

Dès lors, les formules (34) deviennent 



J 

cos - 



dP n ,/ t JrtB i <JG\ "a/ . 



J 

cos - 



(39) 



dQ _ ./ ,J<«2 '^^\ %( . «dp' 



-t- 

4 cos - COSf 

t 2 

Ce sont les formules cherchées. 

L'équation (35) montre que, si Ton néglige N — N ot 6 est égal et de signe 
contraire à ^ = X'G, longitude du nœud ascendant de la Lune sur l'écliptique. 
En combinant la relation (35) avec 

2 K — 2 N =r — 2 7r' u -\- vty -h 2 n (a -h t))t, 

on trouve 

0— /* (a ri)/ -r- N — K — r' . 

On déterminera a et y] de façon que P et K no contiennent pas de termes pro- 
portionnels au temps. 

139. Peut-être ne sera-t-il pas inutile de donner l'expression explicite de Û 
en fonction de P, Q et de K. Il suffira évidemment de faire la chose pour H. On 
a les formules 

H — cos 1 - cos(r — — cp vp) -+- sin*- cos(t> -+- v' — <p — ty) 9 

P — 2 sin^ sin(N — N ), Q — 2 sin - cos(N — N ), 
2 N = 7T -f- 7r' — o — ^ — 2 /i a /, 

2K 7T — 7r' — 9 -+- -h 2/l Y)/, 
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qui permettent de résoudre la question. On a d'abord 

sin* - = 7—^-' cos* - = 1 ~- : 

2 4 2 4 

p 

N = N -h arc tang q > 

d'où 

( Qî _ pî ) cos 2 N — 2 PQ sin 2 N 
CQS2N= P' + Q ' °» 

. N _ (Q* — P») sin2N + 2PQ cos2N 
sin aii- pt q* > 

9 — 4» = 7T — 7r' — 2K -f- 2rt Y)/, 
© -f- ^ = 7T -h 7r' ~ 2 N — 2 /l « /. 

On en déduit aisément 

/ p*_|_Q»\ 

H = ( I 4"^ ) C0S(0 — V' -h 2 K — 7T -f- 7r' Q — aJI T)t) 

4 L — 2 PQ sin(i>H- e' -4- 2N — 7r — 7r' -f- *n at)] 9 

et la question proposée se trouve résolue. 
On en tire 

ÔN _ Q __ P 

dP~~P*-+-y i ' dQ ~ P^+Q 1 ' 

2^p = — Pcos(t> — r' — 9 -h ^)-+- Pcos(r -h 0' — 9 — 40 — Q sin (v -h 0' — 9 — 4)» 
dH 

(4o) J 2^ =— Qcos(o— — 9 -f-4)-t-Qcos(r-f-r'~9— <{/)-+- P sin(o -h p' — 9— 4>)> 



dH 
dK 



= — ( 2 j sin ( r — r' — 9 -{- 4)« 



On voit très nettement comment la fonction perturbatrice dépend des quantités 
r, e, P, Q et K, qui ont donné lieu aux dérivées partielles 

da da d& dû <H2 
dr 9 àv 9 oV 9 ÔQ el ÔK 9 

considérées plus haut. 

Remarque. — On sait que l'attraction des planètes sur la Terre produit un 
faible déplacement séculaire de l'écliptique; on peut» avec une approximation 
suffisante, admettre qu'en vertu de ce déplacement on a 
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et considérer b et c comme constants. Cherchons les perturbations correspon- 
dantes de P, Q et K; nous aurons à remplacer, dans les équations (39), et 



do 1 dYL 

-^j par leurs valeurs précédentes. Le terme introduit dans sera négligeable, 
parce qu'il contient l'un des facteurs P ou Q. Nous pourrons nous borner à 

= b cos0 -h csind, = bsind — ccos0, 



On en tirera 



dt 9 de 

9 = n (x -4- n)t 4- N — K — 7r . 



dP — sin0 — cos0, 

/i (a-HYî) /J («-+-"O) 

/> c 
<5Q — ; cos0 sin0. 



PetQ n'ont donc pas d'inégalité séculaire en correspondance avec le déplace- 
ment progressif de l'écliptique; il n'y a que des inégalités périodiques dont la 
période est celle des nœuds de la Lune. 

140. Développement de la fonction perturbatrice. — En développant sui- 
vant les puissances de -> on a 

Q — Q< n -4- QW-t- Q {ï) -h. . . , 
m' /* / 3 



cru 



^ ^(^H.- , -„ 

1 -4- m r * \ 2 2 



1 m r * \2 2 / 
1 -+- m /•'« V 8 4 8 " 



avec cette valeur de H (p. 3 1 1 ) 



H = cos*^ cos(t> — - r'-ç + ^H- sin î -cos(r -4- r' — <p — 

H — cos* -cos[/ — T 7 "*" n o l (y —y'— 2Y + îK] 
sin'- cos[7 + 7 7 -+" n o'(/ + j'+2a) -4- 2N]. 

2 



Pour commencer, on emploiera les valeurs elliptiques de r, r\ f et f; on 
prendra aussi 

N — const. = N , K = const. — K . 
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Les valeurs déjà introduites de co et o>' donneront 

x ( w — n t(y-hz — Yï)4-N + K , 

( w 'z^/i /(y-ha-hYî)-+-No — K ; 

co est la distance moyenne du périgée lunaire au nœud ascendant de la Lune, 
a/ est la distance moyenne du périgée solaire au même nœud. 

On écrira, pour abréger, / et /' au lieu de J et /'. On a 



d'où 



Fi*a*= x(i -+- m), n'*a'*= x(/n'n- 1), 



On pose 



il vient 



On a 



1 -h m' \ n J 1 

•*»="'$'(?)■(!»-;)■ 

H = ^1 — sin 1 ^ cos(/ — /'-f- co — co') -f- sin* -|cos(/ -h /'-+- co -h co'), 



d'où Ton déduit 



a a 



puis 



a& l >=u*^-j ^pj [Pi-hi3,cos(a/— V+^w — aco') -h (3, cos(a/-h aco) 

-h (3 4 cos(a/'n- aco') -h ^costa/H- 2 /'-h aco 4- aco')]; 

avec ces valeurs de (î,, . . ., p 3 



320 



CHAPITRE XVII. 



Les arguments 2/ — 2/"-+- 2(0 — 2<o', . . . sont des combinaisons très simples 
des deux arguments 

/—/'h- w — co' et /-+•/'-+- w 4- <■/. 

On voit qu'on aura à développer maintenant, suivant les cosinus des multiples 
des anomalies moyennes g et g* 9 les quantités 



••1 



-5, -=cos2/, -^sin2/, 
a* a 1 cr 



Soit posé 



~ =^P ( ^ cos^, 



^ cos2/=^] Qc 1 cos <é r > pï C0S2 / ,: =2 G<?»cos*V, 
^ sina/^^ Q^siiw^, sina/'^^] G'/>simV> 

où les sommes s'étendent à toutes les valeurs entières, positives, nulles ou néga 
tives de i et i'\ on a d'ailleurs 

g? = Gjr", Qi IJ = - Qi'\ G'" = - Gi-"- 

Si l'on a égard aux formules 



00 -f-00 




ei"Fgi 008(14- + *V). 



2 Ei" cos x 2 F/» sin t ' g' = 




-t- * 



^Ei" sinv xj| F/» 8iniV = -2 2e;"F/>cos(v + «V>. 



où E et F sont des quantités quelconques, assujetties seulement à vérifier les 
conditions 



e^ = e<-", e;''=-e;-", F2» = F 1 ,"". Fi" — — F/'', 
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il vient immédiatement 




puis 




— c 082 /^^) cosa/'-h (^j sina/^p,^ sina/'l cos(a« — W) 



[(s) ,C0S9 -K?) sina ^' - (£) sina /(p)' cosa /'] si 



sin(au — aw') 



— cos(aw - a»0^2Qî. ft cosl^2 ^ ^ co ■ , V+2^ i ' , ■ ln, *2 Gin8in, ^] 
+ si n ( a w - a «' ) Q<J > cos ^ 2 Gi" si n iV - 2 Qi" si n ig 2 G« cos 

— cos ( a o) - a «' ) V 2 [ Q^" GJ." - Q;" G/> ] cos ( ig + f ) 



sin (a co - a»')22 [Qi" «jf ' - Qi" Gf] sin ( ig + i'g 1 ) 

- \ 22 [Q «" G? ~ Qi " Gi " ~ Q <" G ' p + Qi " G</,] cos( '*' + - 2 w ') 

î 22 [Q <" G '" ~ Qi " G * n + Q <* G '~' ~ Q '" G '^ cos( *' + fg ' + 

les parties du second membre sont égales, car, en changeant dans la première 
t'en — i, on trouve la seconde. Il reste simplement 

(£) (p) C0S ( 2 / - >/'-+- aw — 2W ') 

= 2 2 [ Q(< -" + Q "' ] [ G '' ~ G ' ri] 005 {ig + <V + * *> - 2 *>' ) ; 

on trouve de même 



pY cos(a/-ha w ) =22 [Q^ + Qi°]K"''cos(^ + iV+3«). 




pj cos(a/'-t-aw')=22 P( " [Gi; ' ri4 " G ''' ,] cos(v+«V + a»')» 
/r\* /a'\* 

\a) \?) C0S ( a /- + - 2 /'- , - 2u + 2,û ') 

= 22 [Q <" + Qi'W + G '^ cos ('«' + 'V+ 2 " + 2 -')- 
T. — III. 4i 
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On pourra écrire finalement 

Q") = G, -t- G, Q, -f- G v -h G 3 , 



(4*) 



en faisant 








a£l* — a* 6, Vpc'JKe") 














20)'), 




COS(f> 4- 


- aoi), 






1 COS(*# -h r^'n 


h 2&>'), 






cos(i> iVh 


- 2 f»> ~h 


2r,)'). 



On a écrit, pour abréger, un seul V au lieu de deux, et l'on a mis Q (i) e( G"'' 
respectivement au lieu de Q* -+- Qf et G'? - G"' 1 . On trouve 

o 

2 8 1 92 

Ces séries sont très convergentes; on voit qu'elles contiennent seulement e, 
ou e'. 

141. La fonction Q (2) contient H 8 , et se compose de sept parties différentes, 
quant aux multiples de co et<*>'; deux d'entre elles sont insensibles, et Hansen 
prend 

G - G, 4- G 7 4- G 8 4- Q 9 4- Û I0 . 

D'après ce que l'on a vu, page i85 de ce Volume, on doit, pour tenir compte 
de l'attraction de la Lune sur la Terre, multiplier les cinq parties précédentes 
de la fonction perturbatrice par 



-i _ 1 — m 

A 

1 4- m 



Si l'on fait en outre 



a 





# * 








?.= 


3 33 . , 
8- 8" Sm 


J 

2 


7 ") . . 


J 

— ? 

2 


?7 = 


5 i5 . _ 
8 " 8 §m 


J 

2 


1 r> . 
^--§- sin 


.1 

— > 

2 


P.- 


» a 


1.) 

2 


. 4 .ï 

sin* -* 

2 






! 5 . , .1 

— snr 

8 2 


1.) 

4 


2 


.-'iim 



il vient 



TiiÉOlUE DE LA LUNE DE HANSES. 323 



ail, —ltxu\h V A<'> O'J co*{is'-hi'#' + o>— *>'). 



(43) / ail, ^?f«î? l 2A^C ( -'')cos(^ + /Y+ *>-»" '"'), 



I «12^=1 ).fxiiï? If 2A('JD^ cos(/< 



on a 



128 6 

C<*> = -e" + ..., C««> =V + 
12 8 



La fonction û (a) peut s'écrire 

»"«'=^""(5)'(?)'(V>"-T'"*I) 



U — — 

II 



On trouve, en gardant seulement les termes les plus notables, 

¥ H - t h + s = à ~ Te SU1 ; + i6 C0S(2/ - 2/ + 2W - 2W > 

,~ J 33 

ygsiii 1 - cos(a /'-+- aw') g^cos(4/— 4/' -h 4w — 4<*>'); 

on peut prendre 

/—g -+. 2É?sill#, = 

=1 — 4<?cos#, =n-3c , cus^ , f 

et il vient 

aî2<»>=u*n*( £ — ^ sin* - ) — u* u* e <n* g) 
4 \G4 iG 2/ i(k 

-h ygfJL*£*VC0S#' — 7 /JL î W , éfCOS(^ — 2£''-H 2to — 2 0)') 

I ej /- j 

(44) < "+■ jgfi , tt 1 C0S(2^— '^''"H 2&j - 2Ci)') •j^fJL , W , sill t - C0S(2^''-t- 2<u') 

— ^jfA f «i f ecos(3# — 4i''H-4w — 4w ; )-h g^^ , " , cos(4^~ 4^H-4co — 4w') 
3.5 

^-/ji'a'ecos^^ — 4o r/ -H 4w — 4 <■>'). 
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Le plus grand effet de ces termes se reporte sar les mouvements du périgée 
et du nœud. 



dW 



142. Revenons à l'expression (23) de -j—' Posons 



(45) 



n dl y/ 



i - e* l< 



w 



ce qui définit T. Nous substituerons d'abord les éléments elliptiques dans T, ce 
qui nous donnera 

T = — COS(/— 3 -I + 2C - — — -j 



-r=i 7. s,n (/"-?) ;, -^7 — 



On a supprimé les indices o quand ils n'étaient pas nécessaires : ainsi, dans e 
et p. On va introduire ^ et ^ au lieu de on a d'abord, en réunissant les 

r de dg dr ? 

termes en p cos ç et p sin 9, 



sj 

M 
2 

V 



/1-e 2 il'' J — **)J 



é 1 ) I di> 



cos/ 



d(gQ) { 



Or on a identiquement 



— 1 



ci(i — e 1 ) 



3 + 2 ^— -— — —3 



'ipe cos 9 
c7(i — e % ) 



et il en résulte 



T — 

1 A 



d(ail) 



sji — e* à\> 



apcos® [fa - ros f -r- e\ d(aQ) . ^.dfoil)! 



On peut transformer cette expression comme il suit : 

, pain? ["/g rin/A J(«g) _ jifçQj-l 



ap cos? -+• 3 T/a , cos/-t- e\ d(fii 
H ayJT^e* LV'" 1 — e> J 

3 l'/aecos/ i -f- ecosA â(nil) 
~ v/i — e 1 L\ ' ' i — e 1 / 



_+„«,„/__] 

ae Sln / Or J ' 
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Or on a 



d'où 



dr 


ae sin f 


àg~ 


y/i — e*' 


dv 


a*\l i — e* 


àg ~ 




dr 


— a cos /, 


de = " 


(h> __ 


a sin f 


de 


1- ■ 


i 


/ ae cos/ 


/ < 
yi — e* 


\ r 


/«sin f 


sin/N 


\ r 


i — e- ) 


d(ail) 


e 


dv ' 





ae cos /* i -h e cos/ 



r\fi — e* (i — e*)' 



mf 

9 



i — e* 



d(aQ) _ i /a* cos/ i -h e co« /\ <)(f/S2) aesin/d(aS2^ 

— = 1 — , ) — 5 a cos/ — z > 

de V r î — e i ) dv dr 

et ensuite 

d(ail) i d(rti2) e /«cos/ cos /h- e\ d(rtŒ) h- rte sin / à (ail) 

àg sJT^e 1 dv ~ sJT^ë 1 \ r h i — e* ) dv yjx — e 1 àr 

11 en résulte enfin que l'expression de T peut s'écrire 

(46) T — $ <HaQ) { 1 h P cos ? + 3c \|" <>(^Q) î_ <>(«Q) "1 _^ 2p siny cJ(a&) 

°~~ * dg e\ a e Jl àg v T^e« <^ J a^î--* 5 

143. La dérivée ^qui figure dans T se calculera bien aisément en partant 

"g 

des formules (42) et (43), puisque g figure explicitement; il en est de même 

de -3- > car on a 
àv 

à& _ dp 

dv ~~ du 

Pour obtenir les coefficients de la fonction 



i_ T d(aïî) i_ d(a £2) ~| 



on voit que, dans les formules (42) et (43)» H faudra d'abord changer les cos 
en sin, et ensuite employer les multiplicateurs 



i 

— - poura^ et a £ 4 , 

i 'i 

\ - » a£l u aR} et aR iy 

e e yj 1 fA 



e \/ 1 — c 



H rrr-= — » aŒ«, aŒ 8 et aS2, , 



e e\J \ — 

- h » ail-, et rti2 9 . 

e e y i — e 1 
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La dérivée—- se formera immédiatement, puisque les fonctions P ;/) , Q l S 

A (0 , B ( ' } sont données sous la forme de séries procédant suivant les puis- 
sances de e. 

Si Ton pose maintenant 

2 p COS O ^ ^ 

— h 5e — 2 cf cosy -h aJj cosay -h . . . , 



a 

'2p sin 9 



où Ton a 



a \J i — c s 



•2 J' sin y -H 2 J'i sin 2 y , . . . , 



.j» = i~-c s h e ^ , 

8 192 92 10 

à' = 1 — 5 <? a H ^ e« ■+- . . . , 

8 192 9216 



les coefficients 3 et J' seront, comme on le verra bientôt, lus seuls que l'on ait 
besoin de connaitre. On a maintenant tout ce qu'il faut pour procéder au déve- 
loppement périodique de T . 

Ilansen représente parT,,..., T l0 les diverses parties de T qui correspondent 
à 12,,..., û l0 , et il obtient sans peine les développements correspondants. Ainsi, 
par exemple, on a 

T, = 3«J 2 i'P<«K<0 A\\{ig -+- ïg') 

— (aj'cosy -h. . . ) - u*£ l Y/P<OK<''> sin(<> i'g 9 ) 

4- (a-7'siuy -+-■••> «ï?i 2 COs( ^ + ''^ 

r iP"> - - <>p<'n 

+ "î Pi 2 [ ~ — 3 + J ^ J K< " siu (7 + + 'V > 

+ wî ?i 2 [- '^r * - *' ^r] K<,,) siu < - y + + *v- 

On trouve ainsi 



T, = 3 u \ ? , 2 «P 10 Kf > si n ( i> + <V ) 

«ï?i2 P±,, ' K<< ' ) « in ( ± "/ + w «V). 

ï, = 3a 1 ? t 2'Q"' , G ( ' , stii(i>-HtV-t-2co-aw') 

-+- "î Pi 2 Q* l, 'G <f » sin ( ± y -+- ig + + % w — a »') . 



Tj — 3 w 



T» - 3// 



ii 



T, = 3 m 



u 
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?» 2 Q ±,, ' K<n sin (± y -h ig + i'g' + a ») , 

(3 4 2 'P'" sin(i> + iV+ 2w') 

Pv 2 P* I ''6 <_f » sin (±y + ig + i'g' + a «') , 

P, 2 G ''° sin ( l '° + 'V + 2 « -+- a »' ) 

P»2 Q* vr ' f-n «»n(± y h- i> + »V+ a» + W), 



T, = 3>. F r/ï j5»2 «" A">C"') sin (ig + ïg' + » - «') 

+ ).ft«îp, 2 A*>.'Cf> sin(± y -+- i> + « - '..'), 



T.— 



<'i r ' H- 3 (» — 3 w' ) 
■ ? M"ÎPt2 b± '''I>" sin(± y + i> + iV+ 3« - 3m') 



-+- > I* «• P. 2 A* 1 C'-'J si n ( ± y + ig + i'g' w + «• ) , 

T, = 3) lf x«*p,2] iB"'C") sin(*> + i'g' -h 3o, - «') 

+ Xf*«î P, 2 B±'-' C"> sin (±-/ + y , + ,>' + 3 m - ) , 

T„ = 3 )-fx «* p i0 2 i A"> D " > si n ( ig- -t- / 'g' + « - 3 6)') 

+ *f* «ï Pio^ A(± '*" D(n sin ( ± y + t > + i>' + &) - 3 «' ) 



où l'on a posé 



\±t.t 



e de 
- H ^ ff Q«> ± 

_ £ h i \ 

e e \' i — e 1 / 



r — e*/ 



-7<A" ± 



,fB<" 
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Hansen donne ensuite explicitement les séries procédant suivant les puissances 
de e qui représentent 

p-i.o^ p-V .., p-M, p-i.-i, P->--*, P-'.-», 

Q- 1 -- 1 ,.... 

Le calcul simple de T est ainsi pleinement assuré. 

Hansen donne aussi le calcul approché de la portion T ( S \ qui correspond à 
Û (S) ; mais je ne crois pas nécessaire de le reproduire ici. 
Hansen introduit, à côté de T , une fonction auxiliaire 

G = , - cos(/ — 9) —r h !- sm(/— 9) — - — - 

qui constitue seulement une partie de T , de sorte que Ton a 

On a, comme on le voit aisément, en désignant par G, f G 2 , ... les diverses par- 
ties de G correspondant à O f , 2 , . . . , 

G| =Ti, G 4 = T\, 

ce qui tient à ce que, dans ces deux cas, on a 

— - =0, v =0. 

Of») 00) 

Dans tous les autres cas, G et T sont différents. Hansen apprend à former 
les développements de G.. ..,G I0 : mais ce que nous avons expliqué pour T 
nous paraît suffisant. Les développements sont de la même forme; seuls, les 
coefficients diffèrent. 

144. On a considéré dans T les développements périodiques des deux fonctions 

lPJ™2+ 3e et 2psiny , 



a a 



et Ton n'a formé que les termes en cosy et siny. On a pu opérer ainsi en vertu 
du théorème suivant : 

Soient G et H des fonctions de t seul, l'expression 

sin9 



r = G /p_çoy, + 3 e \ + H psi5 
\ a 1 ) a 
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peut être développée sous la forme 



329 



X=-Ho 

cos 



r= 2 a ' x, ifiT (x >' +(3f + (3 ' ) ' 



sin 

X=— «0 



où x désigne un nombre entier, mais (î et peuvent avoir les valeurs les plus 
variées. Il s'agit de calculer a (±2 \ a (±s) , . . connaissant a (,) et a M) . Hansen in- 
troduit le développement de p 2 



-, - H 4- 2 V R<*> COSxy. 

a 1 2 ' 



Or on a (t. I, p. 219, 220, 225 et 226) 



p cos 9 3 ^ flfJx(xe) cosxy 



1 

psi"?- V 1 -^ V f /^sinxy 



Pl=,4-? e «-4yJx(xe)^ 
a* 2 x* 



On en conclut 



x 1 



pcoscp 3 a^R (x) 



p sin 9 v^ 1 — eî 



1 



y xRW sinxy, 



f = — - — cosxy — H — 2a Sinxy. 



La valeur x = o est exclue, ou plutôt le terme non périodique de T est nul. 
Supposons maintenant 

- -G— IV cos(a*-+-(3), 



2e 

T. - III. 42 



2W sin(a*H-(3). 
2e 
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Il viendra 



l - 2 (v—î + xWRw) cos(xy + <xt + (3) 
— «» 

I ^ (v^^ - xWRwj cos(- xy -f- *t -h (3). 



Or, en changeant x en — x, le premier terme de T s'échange avec le second; 
on peut donc écrire 

(47) r = ^ 3e ' xl «os (xy -,- » r -,_ ,3 ), 



— 90 



en faisant 



de 



Rappelons que a (0} — o. 

On a, en mettant — x et ± i au lieu de x, 



a (-x > _ ylîîl xWRw, 

de 

dRW 

a (-i: r - V ^ WR' 1 , 

de 



On en tire d'abord 



_ g(») -4- a (-i) _ g(i)_ g (-n 



puis, en portant dans les expressions de <x (x) et de a~ ix) , 
(48) 

où Ton a fait, pour abréger, 

' 2I ^R(n n H > 

(49) ■ 

■>. I </K^" H 
de 
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Dans ces formules, on ne doit pas attribuer à x de valeurs négatives. Les rela- 
tions (48) constituent le théorème annoncé; on pourra s'en servir pour calculer 
a (2 \ a f3 \ . .., a ( " 2) , a ( - 3 \ . . . connaissant a (<) et a ( -'>. On a, par exemple, 



on en conclut 



8 192 

4 l'A 96 



12 10 



2 8 

8 ib 128 



.1 4 



r (*) />* c 6 

' ~~ 384 384 



= — 7^ — e 5 -h . . . , 

48 192 

<> 

— __ e '> L^6 , 

128 040 
40 



Il suffira donc d'effectuer tous les développements, en ne prenant que les 
termes où y est multiplié par ± i; on en déduira ensuite, tout à la fin, avec la 
plus grande facilité, les coefficients des termes dans lesquels y est multiplié 
par ±2, ±3, .... On n'aura pas besoin d'aller bien loin, car e est petit, et 
Y] (x) est de l'ordre x — i , (x) de l'ordre x -h i . 

145. Occupons-nous maintenant du développement des fonctions dont dépend 
le calcul de la latitude. Nous remarquons que, en vertu de la définition même 
de P et de Q, on pourra prendre, en faisant N = N , ces valeurs approchées 

(5o) P = o, Q = 2sin^> K — K . 
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Nous écrirons d'abord comme il suit les équations (39) 



d\> 

dt 



cos - , , 

17^777 si »IX- -N.-r K -/!.(«-+- 1J)*], 



(5 



J 

cos- 

ri 
A 


Hit 


"~ •# 
\ U5 4 


~fïî 


J 

COS - 

A 




■1 

cosr 


dt 


J 

cos- 

2 


dp 1 


COS *' 


dt 


J 

COS- 
ta 


dq' 


cos*' 


dt 



-P — w «P-rw C 7 sin[7r' — N -h K /i (a H- 



cos[7i — N -4- K — n Q (a -hri)t], 



dK 

dt 



-— n Q n t /* D-r j - ^Q^-^P^-^cos[7r — No-t-K— «o(«+^)0 



4 cos - cos* 

2 



\ " , J . 

4 cos - cos* 
2 



1 



où l'on a posé 



« B---/^cos'-- ro+ -^P JK ), 



(5a) A ^08*5^ -jQjkJ- 

Avec les valeurs approchées (5o), il vient 

t .J àail 1 J da£l 

B - - — — cos ûT - ' D — — 7- sin - -777-- 

y/j—ei a <>Q ay/i— e* 2 

Si Ton fait abstraction des termes dépendant de et de > on aura 

~ï> — / COS- rpr-y 

n dt y/ j _ e % 2 

dôK 1 . J daQ 

n dt 2^1 — t 1 2 

d'où 

. J 

sin - 

ÔKrz: ^jôP. 

2 COS 1 - 
2 
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Cette relation est encore très approchée dans les approximations suivantes. 

Soit A le terme constant du développement de on aura, en écrivant que 

P et K ne contiennent pas de terme en t, ou que les seconds membres de la 
première et la dernière des équations (5i) ne contiennent pas de parties con- 
stantes, on aura, disons-nous, 

J n . , J 

— 2 n oc sin — A cos* - = o, 

2 y/i — C « 2 



d'où, en éliminant A, 



n n . J 

n n h . A sin - = o, 

2 sj i — e* 2 



ti -.— oc tang* - ; 



cette relation subit une correction sensible dans les approximations ulté- 
rieures. 

146. Occupons-nous du développement des quantités B et C, définies par les 
équations (52). On a 



2 sin - sin (N — N ) = P, 2 sin -cos(N — N ) ~ Q, 
2 2 



d'où 



Slil* - — 

2 


Î" 1 




sur - — 
2 




+ 2P'Q«+Q»), 


sin 1 - sin2(N - - 
2 

* 






Sill î -C0S2( \ 
2 


N.) = 


|(Q*— 1"), 


sin 4 - siii2(N ~ 
2 v 


N.) -= 


g(P»Q + PQ»), 


sin* - cos2(N — 
2 


N.) z= 




sin* - sin4(N - 
2 1 N 


y,)-- 


7(PQ'-QP»), 

4 


sîn v -cus4(N — 
2 x 


N.) = 


-L(pv_6P«Q' + Q'). 



Il est facile, à l'aide des relations précédentes, d'introduire P, Q etK dans les 
expressions (42) et (43)deÛ,, Û 2 , . . Û l0 . Il faut encore cependant se rappeler 
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les formules de la page 3 1 1 , 



w = N -h K-+- n (y -h oc — n)t -h (N — N ), 
co' = N — K 4- n {f-h « + n)t -+- (N — N ). 



Prenons, par exemple, 



ail,= u\ (- sin 1 - - - sin 4 -) Y Q<'>k<o cos[ -r- * * -r- -i, t 

-h/l (3J + 2a — 2Yî)/ -f- 2(N N )]. 

Nous trouverons, en posant 

<& = 4- i'g'-h 2N -h 2K + n (2y -f- 2 a — 2Y) ) t y 

aS2,= 2 Q (/) K ( ° [ ï (5 Q f — J pt ) cosa# - 5 P Q siaa ° 

- ^ (Q* — P*) cos.l, -f- ^ (P'Q + PQ 3 ) sin«a/j; 

il n'y a plus qu'à réunir les termes en cosa, et sin x. 

C'est ainsi que Hansen a obtenu les expressions de û,, Q l0 (p. 1 55). Il 
est facile de former les dérivées ^> après quoi, les 

formules (52) donneront les expressions des diverses parties 

Bi, Bjo de B; Cj, C f , • de C 

elles montent au cinquième degré, relativement à P et Q. 
Pour la première approximation, il suffira de faire 

P = o, Q = 2sin~ 

On trouvera ainsi les expressions de la page 1 58 ; je me bornerai à en repro- 
duire seulement quelques-unes 

B,= ^=(| - 38in*^sii^2P<«Kcncos(v-hiV), 

B t =^jLr(j - 3»in^+ ^siii^)sin^2Q (l, G (,, cos(^4-^ 

• • » 

Clf = J^(^-^sin^ w -3a>'). 

On voit qu'on passe bien aisément du développement de à ceux de B,, 
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B 2 , . . C, , en multipliant les coefficients par des facteurs convenables dépen- 
dant de J, et changeant au besoin les cosinus en sinus. 

Hansen dit que la méthode des coefficients indéterminés n'est pas d'un usage 
facile, parce que les inconnues sont loin d'entrer seulement au premier degré. 
Il préfère arriver au résultat par la méthode des approximations successives; il 
insiste sur la nécessité d'éviter les opérations qui diminuent la convergence des 
séries, comme par exemple le développement des diviseurs suivant les puissances 
de m. 

147. Dispositions pour le calcul des termes d'ordres supérieurs. — 

Reprenons l'expression de T, en l'écrivant comme il suit 

T = a *.[ûco.(7- Ç .)g + Ç.in(7-f.)rg] 
ou bien, mettant a à la place de # , 

T= i^U cos(/_?o) "^r + r s,n ^-^'--ârJ 

On doit y remplacer r par r(i -i- v). Posons 

7^ 2/ï fp \da& p . /-p \-daÇl\ 

- tcos(/- ?o)-t— + £rSin(/- ?•)/•— » 

V i — e\ L /• cr&) /• <Jr J 

(53 /U:=2/?o ~ â[cos(7-?o) i\ daÇL 



/in 



~~ sj\ — e\ àiù 

Cl désignant ce que devient ù quand on y remplace r par r. Nous ferons 

(54) T :(ï : ÏÏ-i l 

Pour obtenir T lui-même, il faudra, au lieu de r, mettre r(i -h v). Or, Cl se 
compose de deux parties û (,) et Cl {2) contenant respectivement r 2 et r 8 en facteurs ; 

^comprendra les facteurs r et r 2 , et il en sera de même de - — • Soient T 0) 

Or r r Obi 
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et T (,) les deux portions de T qui répondent à et û {a) . On aura 

T (i ) = xfi>_ g<i>_ u<'> — G<*>(i — v) + ~ U<'>(i -h v) f + 2<«>(i -h v)«, 

"o 
"o 

ou, plus simplement, 

T (1 > = T (l) -h G (,, v U^> r~(i-hv '-il +5 1 '(av + v i ), 

(55) { . 
TWzzrTW-f-GÏ^tav-hv^ + ÏJW J^(i -hv)>— ij h- 2<*>(3v 4- 3v*-hv'). 

Les quantités et i2 (a) dépendent de /, nz, P, Q et K. 

On peut opérer de même pour les fonctions B et G. En se reportant aux for- 
mules (52), on posera 

s 1 / ,J daQ, i n daâ\ 
B — ; I cos* - -TTT- + 7 P I » 

y/, _ e t \ 2 ÔQ 4 ÔK ) 

^ 1 / ,J daïl î ^daâX 

C = ( COS* Tn 7 Q -3i7- ) > 

y/, _ e j \ 2 4 ^ âK ) 

et, si Ton divise B et C en deux parties qui correspondent à et (2 \ on trou- 
vera 

B (,) - B (1 > -h 5 (1) T(i -h v)* A -1 I, 

(56) j L *° J 

et des formules analogues pour C (,) et C (2) . 

On voit qu'on a préparé les formules de façon à pouvoir tenir compte des 
valeurs troublées de v et — 1 . 

/ÏQ 



Hansen pose 



h h 
^0 1 * .. ^i. ^0 



et il introduit partout w et 8 -± au lieu de v et de On a d'abord 

4=-' j t +3 ( j *)'-<4)'; 
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il est facile ainsi de développer les coefficients des formules (55) et (56) sui- 
vant les puissances des petites quantités w et 
La formule 



dh_ h± d& 

dt ~~~~ 1 dv 



donne 



h 



—77- = 7——^ = (i + V J — r h -~- l + V 3 — , 

dt y/i — e* àtù \J\ — e\ àtù \Ji — e\ àtû 

d'où 

( 6 ^ = _ n f\ IHÎ 4- 2™ (îV 4- V«)J dt 

(57) j n 

( — n f [ !<*> -h ( 3 v + 3 v 1 H- v» )]</*. 

C'est ainsi que l'on calculera 8~ 

On peut aussi calculer autrement 8-^> sans intégration, lorsque nBz 9 v etj 
sont supposés connus. La formule (i3') donne, en effet, 

ho t \*d z y r / \* 

-77 =(I + V , :T ; + -.- • - ~ -7 l + V». 

On en déduit, en faisant n s = n t + c -h n 8s, et supprimant l'indice zéro, 

ho * ho ddz « , „ . ddz 

/ \ 1 H ' — - I — r H : — n oz H r — — (nùzy 

-r — /i <5~ H -r- =- (/i^)*-h . . . Kav-hv 1 ). 




Les fonctions 



ï, G, U, 1, », C, 



sur lesquelles repose maintenant le calcul des perturbations, sont des fonc- 
tions des quatre variables 

nz, P, Q et K. 



Il faut trouver, par la série de Taylor, les accroissements des fonctions 
T. - III. 43 
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T, . . . , développées suivant les puissances de Ss, SP, $Q et SK. On fait 

nz = g 4- n dz, 

où # est l'anomalie elliptique moyenne de la Lune. On aura 

a <J#* âP 2 dg % àQ K 1 w i dg* dK x 1 

2 dgdP* 2 ogâQ 1 2 dgôK* 

✓) 3 T /ï*T /) 3 T 

#ifts3P3Q-H » VAg nigaPaK-t- , M \\ v niziQdK 



âgàPàQ âgdPdK w " 1 àgâQdK 



On va simplifier un peu cette formule en y supposant, comme on Ta fait à la 
page 332, 

èK = -FdP, 



ou 



. J 

sin - 

F = — 3 



2 COS*- 
2 



On trouve que l'on peut écrire 

T = T -h ^ /iôs + RdP4-Y3Q + i ^( n 3*)*+^/i3*3P-+- ^Ïji3s3Q 
4_ Is3P»+VdP3Q+ izôQ«-+- i ^>(n3 5 )»-+- I ^(/i35)«3P 

a 2 <7£"* 2 dg* 

+ 1 «0 + 1 ^-n$zdP*+^ndzSPdQ +- - ^ndzdQ\ 

2 (Jg 2 dg Ôg 2 Ôg 



où Ton a fait 



li ^?p- l dK' R== dû' 
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Hansen condense ainsi cette expression 

(58) T = T -+- ^ n $z + I ^ (n «,)■ 4- J ^ ( n & + H dP 4-N<$Q, 

en faisant 



H = 


Rh 


àg 


i 

a 




- i L 5P M 5Q, 

i 


N = 


Yh 


~ — /i &s 4 
àg 


i 

2 


d'Y 

àg* 


-;08Q, 


L = 


S 4 


àS . 








M = 


Vh 


àg 








= 


Z H 


àZ . 
àg 









148. Calcul du développement des quantités R, Y, S, V, Z. — Je vais 
prendre pour exemple les développements de 



On a 



On aura 



. J 

« àjj y _ àT % 81 % dT, 

■~~ <>K _ dP t J 

a cos* - 

2 

v _ dT, 

y, -5q" 



T, ^ 3 «« (3, V i Q<"GC» sin ( ig ■+■ t g> + a w _ a u ' ) 

-t- «ÎP« Y Q^-'G"'' sin (± y -+- ^ -+- tV+ a « — 2 <■»'). 

« 3 3 . _ J 3..J 3 , J 

p, — 7 sin* - 4- 7 sin 4 - = 7 cos* - > 

r 4 2 2 4 2 4 2 

cos ^rfJ = sin (N — N ) dP 4- cos(N — N ) <*Q, 

2 

w — n (y — y — 2tî)/4-2K. 



d((k) — Ci)')_ (?((«) — Ci) 7 ) d((k) — G)') 



et, à l'époque zéro, 



dJ àà _ i __ 

cos- 

2 
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Il en résulte 

M î 2 Q^'G"'' cos(±: y -+- ig -+- *V 4- 2w — 2 w') 
Yjtt 3«ï2iQ^G^sin(i^-f i' g' H- 2 w 2w') j ^ ^ 




or 

2sin- 

d(3, di 3 . J t J 2 fl 

3?\ ~ sin - cos* - — r p s . 

à.\ ôQ 22 2 , J r 

2 

Donc, pour avoir le développement de Y 2 , il suffira de multiplier celui de T a par 

. J 

— 2 sin - 

2 ; pour obtenir le développement de R a , il faudra employer le même 



cos* - 



J 

2 



. J 

— 2 sin - 

multiplicateur j— et changer en outre les sinus en cosinus. On verra tout 

cos 1 - 
2 

aussi facilement ce qu'il y a à faire pour trouver le développement de 

Ri» Ri> •••» Rioî Yi, Yj, Yjoî 
Sf, • ■•» S»; V|, • V 5 ; Zj, • Zj. 

Les développements de S,-, V,- ctZ,-, pour i = 6, . . . , 10, ne contiennent rien 
de sensible. 

On peut maintenant faire pour B et C ce que Ton a fait pour T; c'est-à-dire, 
trouver les développements de ces quantités par la série de Taylor, quand on y 
augmente z 9 P, Q et K de &?, SP, SQ et SK. On aura, comme à la page 338, 

B B -h ^ " a~ h R 3P 4- Y <ÎQ + • , 

Comme les expressions de nB et nC ont été données de façon qu'on puisse 
lire immédiatement leurs développements sur celui de -=fL=> on fera de même 

pour les développements des fonctions R, Y, S, V et Z, qui correspondent àB 
etC. On donnera, pour -, a ® x » ■ • , , qQ| - -<» les facteurs par lesquels il fautmul- 

r \/i -e* \J7^e* r ^ 



I 
i 



THÉORIE DE LA LUNE DE H AN S EN. 3/} I 

tiplier chaque terme pour avoir le terme correspondant des R, Y, — On dira 
en même temps s'il faut changer ou non les cosinus en sinus. 

On a dit plus haut que la relation §K = — F§P est rigoureuse seulement 
pour la première puissance de la force perturbatrice. On va voir quelle déviation 
elle présente quand il s'agit des puissances plus élevées. 

Remarquons que, si Ton n'a pas égard aux termes en p etq', la dernière des 
équations (3g) est 

ce qui peut s'écrire, en vertu des relations (5a), 

dK CP-BQ 



Les formules 



donnent 



par suite 



4 cos* - 



P = 2 sin- sin (N N ), Q = 2 sinicos(N — N ) 
2 2 



P =P 4-<ÎP, Q =Q, + <ÎQ, 

P — asin — sin(N,— N ), Q = a sin — cos(N — N ), 

2 2 



P = iP, Q = asin^-h<îQ, sin»i = i (P'-t- Q»), 



cos *i -i_ I(P»-hQ«) = i- I^sin'^ -i-4sin^dQ-+-«Q*+dP*V 



d'où, en négligeant les cubes de §P et $Q, 



sin ^ i + 3 sin* -° 

— — , = — î-p h- — * T 3< 5 + — '—r * pi + r 1 3 Q* 

cos* - cos* — cos* — 4 cos 4 — 4 cos 6 — 

2 1 2 2 2 

on aura ensuite, avec la même précision, 

Jn . « Jo 

-, sin— n-sin 1 — 

=YÎ _ IB ^- h ' C5P-B ^dQ 

n * at 2 cos«^ 4cos*^ 4 cos*- 

22 2 

Jo Jo o • • Jo 

sm— sin— f 3 4- sin* ~ 
4- ^CdPdQ ^-BdP*-sin^ r^BdQ». 

4cos*^ 8cos*^ 2 8cos«^ 

2 2 2 
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On a d'ailleurs, par les formules (3g), 

dP ^ n 

— — — n aQ -h n B, 
al 



d'où 

n — 

n n dt 



11 en résulte, en portant cette valeur de B dans le second terme de l'expression 



de — -> 



i -h sin* — 



dK ^^_ F ^-atang'^ 4 __.JL_,5P_-( r^-B+aF 1 *Q 



4cos* — \ 4cos 4 — 

2 \ 2 

sin^î sinl' 3-4-sin»^ 

2 B ap« H * C <ÎP oQ - sin ^ r- 2 - B SQ\ 



8cos^ 4cos*^ 2 8cos 8 ^ 

2 2 2 



où l'on a posé, comme antérieurement, 



J o 

sin — 
F=- 2 



Si donc on fait 



• '^0 

2 COS* — 
2 



(6o) 



4 cos* — 

2 



x ^- iP "[(^ +JF ') BH ""T Q 



Jo .Jo o . • • «^0 

sin — sin— . 3 -h sin 1 — 

2 -y- B àP'n ^-pCaPôQ-sin^ r^BdQS 

8cos*^ 4cos*^ 2 8cos fi '^ 

2 2 2 

on aura 

Telle est la formule qui permettra de calculer S 2 K. Hansen dit que X n'exerce 
guère d'influence que sur les mouvements du périgée et du nœud. Les perturba- 
tions 8P, SQ qui dépendent de dp\ dq' (p. 3i8), et qui sont ici négligées par 

3 d 5P 

Hansen, ajouteraient au second membre de (6i) le terme h- ^Q^-j t m 

149. Substitution des valeurs numériques dans celles des expressions 
précédentes qui sont entièrement connues. — Hansen donne les valeurs nu- 
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mériques adoptées pour n , e Q% J , n\ e\ n/, m, m! II en conclut les valeurs de 



n' a î/i + m T - i — m 

n a' r y n- m' \ -\- m 

puis de 

Pi, ^, (3,o, A">, B«>, D«>, pto, Q(0, Kf», G"'>, 

et le développement des dix parties (4^) et (43) de la fonction perturbatrice, 
ou du moins de a[û (,, -f- û (i) ]; il donne les logarithmes des coefficients des 
divers cosinus. Puis vient le développement de la fonction T et des fonctions 
correspondantes R, Y, S, V et Z suivant les sinus des multiples de y, g, g, o> 
et co\ le coefficient de y étant toujours o, ou ± i. La même chose est faite 
ensuite pour la fonction G et les quantités R, Y, S, V, Z correspondantes, puis 
pour L 09 

Hansen dit que, pour déterminer les inconnues, il n'a pas employé la 
méthode des coefficients indéterminés, mais celle des approximations succes- 
sives. On intègre d'abord en ayant égard à la première puissance de la force 
perturbatrice. Les développements précédents de T , B et C sont portés dans 
les équations différentielles qui doivent déterminer nz 9 v, P et Q. On effectue 
les intégrations qui se réduisent à des quadratures. 

On calcule aussi 8^ à l'aide de la formule (57) bornée à 

d*g=-n o fï dt. 

On substitue les valeurs trouvées pour les inconnues dans les équations 
différentielles; mais on doit faire intervenir cette fois les diverses fonctions 

R, Y, S, V et Z, et aussi v, v a et 8 On continue ainsi jusqu'à ce que deux 

approximations successives donnent les mêmes résultats. 

Les approximations sont beaucoup plus lentes pour certains coefficients que 
pour d'autres; elles le sont surtout pour les coefficients affectés de petits divi- 
seurs. Il y a divers artifices que suggère la marche des nombres, et qui 
permettent d'abréger un peu les calculs. 

Hansen dit que, pour obtenir les expressions finales employées dans ses 
Tables de la Lune, il a dû faire douze ou treize approximations qui lui ont 
demandé environ trois années de travail. Il s'est proposé, dans la Darlegung, 
de vérifier que ses formules numériques satisfont aux équations différentielles, 
à de petites fractions de seconde près. 

Pour y arriver, il procède à une nouvelle approximation fondée sur les 
expressions employées dans les Tables, laquelle ne devra rien modifier. Cette 
longue vérification est exposée en détail. 
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Hansen donne d'abord les développements numériques qui lui servent de 
point de départ pour n8z, P et Q. Il en conclut ceux de ^(/i&s) 2 , 

^(/i w 1 , iw % et l\w k . 

Il aurait pu se borner au terme en (n$z)* ; s'il introduit (n c'est plutôt 
pour montrer que ce terme peut être négligé. Les plus grands termes de ^n$z, 

2 "5^( /^ ^) 2, ë T^C 72 ^) 3 ont respectivement pour valeurs 226", 3" et o",io. 
Puis viennent les développements des quantités 

v, 2v + v 1 , 3v -h 3vM- v*, 

qui se déduisent des précédents. 

On calcule les divers termes de 8^ par la formule (57), et la constante d'in- 
tégration par la formule (57'). On en conclut les développements de > 

On peut, après tous ces préliminaires, procéder au développement de T. On 
le fait par la formule (58), après avoir calculé les développements auxiliaires de 

S, V, Z, gn$s = S,, ^n$z=Y„ ^nSz = Z„ S -+■ S, = L, V -+- V, = M, 

Z+Z ) = 0,R + ^==R,,-;^( n 8^=R a .Y+g«S z =Y l ,ip(/ l ^=Y î , ' 

iL$P,M$Q, H, i0SQ,N. 

2 2 

Hansen ne s'occupe, dans le Tome 1, que de celles des perturbations qui con- 
tiennent co et co' de la façon suivante : 

O GJ -h O &)', 2to — 20)', 4&> — 4&>', 6to — 6to'. 

i 

Pour les autres termes, qui sont moins importants, on les trouve dans le 
Tome II, et Hansen a simplifié leur calcul à l'aide d'un principe particulier. 
Un même Tableau réunit les développements de 

T , Tj = ^ n dz, T, = L ^ (n T, = j ^ (n iz)\ H <5P, N 5Q, 

dont la somme donne T. 



i 
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La même chose est faite ensuite pour G et S; puis on calcule U par la for- 
mule (54) 

Û = T-G -2. 

Pour avoir maintenant T, il faut, d'après la première formule (55), calculer 
les produits 

Gv, û[(i + v)«j^_i] f I(2V-HV'). 

On exécute la même série de calculs sur B et C. 

Hansen calcule ensuite les coefficients de SP et de SQ dans l'expression (60) 
de X; les termes périodiques sont négligeables, mais la partie constante est 
appréciable, et elle intervient dans les mouvements du périgée et du nœud. 

Après avoir développé la fonction T et calculé les valeurs numériques des 
coefficients, il faut revenir à la fonction W dont la dérivée est liée à T par 
l'équation (p. 3q4) 

n dt \fl-e\V a î ày 2flJ\ h ) dy J 

Comme y est de l'ordre de la force perturbatrice, on peut remplacer dans le 

second membre W , et ^ par leurs valeurs fournies par l'approximation 

précédente. Mais Hansen préfère se livrer à une intégration directe, de façon à 
prouver que les chiffres de ses Tables sont bien exacts. 
On a (p. 309) 

(63) Wt =-i-^ + a £ E» » + ecQg( 9 ,-n» # y/ + ir f - x ) 

h h a 1 — ej 

ou bien 

(64) W,= S + r f£?cos ?0 4- le.) +vj 8 in ?|f 
où l'on a posé 

/ - _ f h 2/1 h gcos (x — n vl — 7T ) — e 



h ecos(x— n yt — 7T ) — e { 



e 1 



(65) 



ljr _ 2 h_ esin(% — n yt — tt ) 



/î 1 — e l 



d'où 



T. - III. 



3 v h n 2 h 



2 h h, 



44 
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Faisons encore 



P, 1 



(66) v = T-— Z= ^ 

V/» — el h o ày 

Alors la formule (62) donnera 



n dl ^^ejVaJ ôy 2a* <fy / ^,_ e j2aî\ 2 ) ây 



On tire d'ailleurs de (63) 



_ ï dp coscp ^ V dp sin(p 

~~ «o <ty dy 




sin<p „. coscpoH-e, 







v^ 1 — ^2 s/ 1 — *î 

On a d'ailleurs 

' ^P? __ p g siny 

2 «J <>y «ov/T^ij 

Il en résulte 

Po <*W<» » W ^PÔ 

<Jy 2 a" 



L'expression ci-dessus de deviendra donc simplement 



CT= v -' r s ,in * + * ,,r ?. co> *- 



La fonction V qui est liée à T par l'équation (66) a évidemment la même 
forme; elle se compose d'un ensemble de termes tels que 

(68) V= A sin (n fit + 0) + A^sin ( — y 4- n $t 4- 0) 4- Ajsin (y 4- n^t 4- 0), 

où A , A, et A_, sont des coefficients numériques, (3 et des constantes. Nous 
poserons 

(69) W =: n o cos (n $t 4- 6) 4- H., cos(— y 4- n fi£ 4- 0) II, cos (y h- /i (3* -h 0), 

et il faudra déterminer les coefficients II , II, et EL, . Nous avons fait antérieure- 



1 
1 
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ment (p. 326) 



(70) 



où l'on a 



— cos<p 4- - e^ — ê cosy -h..., 



a 2 



— sin 90 — rf' sin y 4- . . ., 



T v 8 192 9210 

* 3,5. 7 . 

# = 1 — 5 <?*4- e* e G 4- 

8 192 9216 

L'équation (64) devient donc 

W = S -h cosy -h rç^'siny -+- 

En comparant à la formule (69), il vient 

I £ = n o cos(/i o (3*-+-0), 

(70 J r^=(n_ 1 H-n,)cos(/i (3^-4- Q), 

( Vt$'=(Jl- t — n,)sin(/i o (3^-+-0). 
L'équation (67) devient ensuite, quand on a égard aux relations (68), (70) 

— (3n o sin (/i (3* -+- 9) - (3n_, sin ( — y -h /i P* + 0) — (3n 4 sin (y h- /i (3/ 4- 0) 

4- ^ 4- n,) cos (/i (3* 4- 9) #"siny 
(72) { * 

— £ (IL., - II,) sin (/i o p/ 4- 9) ^cosy - ^ e ^ 

— A sin (n $t 4- 0) — A,sin (y 4- n fit 4- 0) — A_jSin (— y 4- /i P* 4- 0) = o. 

Si l'on égale à zéro les coefficients des sinus des arcs 

/i o (3/4-0, — y4-n o (3/4-0 et y4-/i o P*-H0, 

on trouve 

pn 4- a — /n_, 4- /Dj = 0, 
p n_, 4- a., 4- /' el, - f n, = o, 

(3n t 4- A, 4-rBLi~rn l =:o, 
où Ton a fait, pour abréger, 

En résolvant les équations précédentes par rapport aux inconnues II , II, et 
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IL.,, qui y figurent au premier degré, il vient 



_ f A-,-(/ l + P)A l 
"i — (3* — h- ' 

On peut simplifier les formules précédentes : on trouve en effet sans peine 

$ I , 23 . 327 . 

4 90 '^36 



^=1 'c» 17 167 
P f 4 9^ 1 ^36 



/ -- y ( , + ^ e4 - h è eS+ ")' 

On peut prendre sans inconvénient l'=y, car est extrêmement petit. On 
trouve ainsi 

1 n A., V k 



(73) <-n =^ — |h-,-h |n t . 

'^(ï' + ïs*-*- 64 

L'intégration se trouve effectuée, et l'expression de W résulte des for- 
mules (69) et (73). 

Les formules sont en défaut lorsque (3 = o; la forme générale des arguments 
étant ig-h i , g , = (in -h ïn')t + ic -+- iV , on voit que le cas dont il s'agit 
revient à 

in 4- i'n' = o. 

Si les moyens mouvements ne sont pas exactement commensurables, on ne 
peut avoir (î = o que si les nombres entiers i et ï sont nuls en même temps; 
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G = ic 4- i'c est nul aussi, de sorte que l'équation (72) se réduit k 

y P l 

(n_, 4- Ili) -h A_! — A, siny — o. 

On a d'ailleurs, dans le cas actuel, 

V = — (A-j — A 4 )siny, 

w = (n_, 4- n, ) cosy 4- n . 

La quantité II reste arbitraire; on la représentera par b. Si Ton fait 

A| — A_ t = x, n, + n„,=^ 

les équations précédentes donneront 

V = x siny 4-. . ., W = b -h $ cosy 4-. . ., 
(74) %3-yS'î = o. 

On déterminera la constante b de façon que l'expression de n Q z en fonction 
de t ne contienne, en dehors de n 1, aucun autre terme proportionnel au temps, 
et !; de façon que la même expression ne contienne aucun terme multiplié par 
sin#. 

Quelques mots d'explication sont nécessaires : les formules (7) donnent 

v =7T -h n yt 4- n z 4- 2e s\ng 4- -^e\ sina^-t-... ; 

si l'on s'arrange de façon que n z soit de la forme 

n z = « / + F sina# 4-. . . 4-V C s\n(ig 4- i* g' +■ D), 



on voit que le terme en sin#, contenu dans v, sera encore égal à ie Q s\i\g, de 
sorte que, si l'on calcule son coefficient en partant des observations, on en 



déduira e . 



150. Détermination de y. — On a, en écrivant e au lieu de e , 

al = *ep _sin? = _™p sï + _ . 



La formule (66) donne ensuite 
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Si donc on pose 

h 

■j- — I -h c, 

où l'on peut négliger les inégalités périodiques de c, et 

T = M sin y -+■ . . . , 

de sorte que M soit le coefficient de siny dans le développement de T, on aura, 
puisque x est le coefficient analogue dans V, 

En portant cette valeur de x dans la formule (74)» et résolvant par rapport 
ky, il vient 

(7 6) y = C—»)M* . 

c'est par là que l'on déterminera y. Pour parler plus exactement, on détermi- 
nera c et y par les équations (57') et (76). 

151. Intégration relative à P et Q. — Reprenons les équations 

dP 



n dt 
n A dt 



= «P re- 



considérons dans B et G les parties qui répondent à un même argument 

( B = rcos(/i o pf -4- 0), 

(77) 

( C = A sin(/t (3/4-0), 

qui donneront naissance aux termes 

( P = esin(/i o (3* + 0), 
(78) 1 

( Q = Hcos(/i (3f -h 0). 

En substituant dans les équations différentielles ces valeurs de B, C, P et Q, 
et égalant à zéro les coefficients de *™ (n $l -h G), il vient 

( (30 =-«Hh-I\ ((30-+-aH-r)cos(/i o (3*-4-0) = o, 
79 1 — <3H= «0-f-A, ((3H + a0-- A)sin(* o (3*-h0):=o, 
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d'où 

~ (3*- a* 

L'intégration est ainsi effectuée; les expressions de P et Q résultent des for- 
mules (77), (78) et (80). 

Lorsque (î = o, on a aussi G = o, comme on l'a vu précédemment; la seconde 
des équations (79) est vérifiée d'elle-même. Il reste seulement la condition 

«H-r = o. 

Nous poserons donc, pour le terme considéré, 

B = T , C^o, P = o, Q -H , 



et nous aurons 



Mais on a d'une manière générale 



Jo 



II convient donc de poser 



Q — 2sin-° 4-5Q. 

2 



HJn 
o = 2 Sin — -h x,; 
2 



ce qui donne 

(81) a=- r 



J 

2 sin — -h x. 
2 



Comme J est l'inclinaison moyenne de l'orbite de la Lune sur l'écliptique, on 
devra déterminer x 4 de manière que l'expression de la perturbation du sinus de 
la latitude de la Lune ne contienne aucun terme en sin(g -h a>V 
L'équation (81) détermine la quantité a. 

Il reste encore à effectuer l'intégration dont dépend la fonction £ 2 K. Si l'on 
fait 

X = (X ) +2 (X) cos(* (3* -+- 0), 

l'équation (61) devient 

^=(X ) + n-atang^° + 2 ( X > cos(« f p* ' »>. 

et en posant 

(82) a 2 K =2 R wn(*oP' -f- 0) 
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on devra avoir 

(83) R=( -jr' 

(84) Yi = atang'^-(X,). 

Cette dernière équation déterminera yj. 
Hansen a trouvé 

K = 1761 ",4674, n y — 146707% 20, 

a. = 834^,947'» n <x = 69640", 18, 

n — 1^,6399, n n = i36",58. 

Les mouvements sidéraux du périgée et du nœud sur l'écliptique auront 
pour valeurs 

"oiy — 2yî) = i46434%o4, 

— n (oc -h yî) =— 69676", 76. 

Les diviseurs (3 sont des fonctions linéaires de u = ~> de y 9 r\ 9 a et y. 

Hansen donne le Tableau des valeurs numériques de ces diviseurs. Il faut tenir 
compte ensuite des termes en ± 2y, ± 3y, ... à l'aide du théorème de la 
page 328 ; la première chose à faire est de calculer les valeurs numériques de 
Y] (2) , y) (0) , G (2) et G (ï) ; on aura ensuite, si Ton considère tous les termes de W 
qui donneront naissance au même argument, après le changement de y en g : 

W = n( o, i, i' y ?, i m ) cos( ig 4- i'g'+ i"u 4- i m <ù') 

4- t, 1 -+-1, 1', T, i m ) cos(— y -4- + i'g'+ «*w 4- 

4- [yî,II(— 1, t + 2, i\ ...) 4- i 4- 2, ...)] cos[— 2y 4- (1 4- 2)g 4- «V'-H.. •] 

-+-[Yî,n(— 1, «-4-3, 1', ...)4-0»II(i, i4-3, 1 7 , ...)]cos[— 3y4-(i4-3)#4-iV4-...] 

+ 

4- no, 1 — 1, a, r, i w )cos[y-h(« — 0^4-1' ^'+« f û) + i^û)'] 

4- [tq, H(i, 1 — 2, t 7 , . . .) 4- 0j II(— 1, i — 2, 1', . . .)] cos[2y 4- (1 — 2)^4- i'g'-h. . •] 
4-[Yîjn(i, * — 3, i 7 , ...)4-0,D(~i, « — 3, i', ...)]cos[3y4-(«--3)^4-iV4-...] 



Il faut encore, pour obtenir V, former le développement de 

- 9 ' 5 7=7» 

dernier terme de l'équation (75). Or on a déjà calculé la partie constante 
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de £-> en déterminant y; si donc représente l'ensemble des termes pério- 
diques, on aura à former 

On a maintenant le développement de V; on en conclura celui de W par les for- 
mules (69) et (73). Hansen en déduit immédiatement ceux de d >^° > > 
d k W . 111 

dy» » ce qui se fait en multipliant les coefficients par 

±1; ±: 2, ±2*, ±2*; ±3, .... 

■ 

Les termes ft-hScosy de W ont été déterminés comme on l'a expliqué à la 
page 349; les valeurs de b et de $ deviennent de plus en plus précises à chaque 
nouvelle approximation. 

En changeant y en g, on obtient les développements de W , "5^*"°' 

On calcule ensuite 8P et 8Q par les formules (78) et (80), puis 8 2 K parla 
formule (82). On a ainsi effectué toutes les intégrations de la première série. 
On arrive enfin au calcul de 82 et de v par les formules 



dt \i + v/ h Jx — e* a * 



— — 1 

2 dv dW y 1 -4- v dr 



ndt ndz ^ , e * na % dz 



On a 



w = W ° + -^T» 05 *; ■d^r< ,,0 -) ,+ 6-5^ ( " fc) ' 



(J , ai) . + .... 

as dg dg* 2 a^** N ' 

On a développé antérieurement ^(/i&s) 2 , g(/i8s) 3 ; il est donc très facile de 
calculer W. On trouvera de même 

(ï^)' *=<-—>(--«*)■ 

T. — III. 45 



I 
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On a ensuite pour le développement elliptique connu, dans lequel le coeffi- 
cient de cos5^est tout à fait négligeable. On trouve finalement les développe- 
ments de et de l'intégration s'effectue sur-le-champ, en divisant chaque 

coefficient par la valeur correspondante de (3, et échangeant les sinus et cosinus 
avec des signes convenables. On a ainsi os et v; on en conclut W. La comparaison 
avec les valeurs qui avaient servi de point de départ est des plus satisfaisantes; 
les différences, qui ne sont le plus souvent que de quelques millièmes de seconde, 
atteignent quelques centièmes dans le cas des termes affectés de petits diviseurs. 

Il y a une différence de o",i45 qui est forte; Hansen pense qu'elle résulte 
d'une erreur de calcul, mais il n'a pas pu mettre cette erreur en évidence. 

152. CalcUl de la constante de v. — La formule (i3') donne 



On a aussi 



(-2 \ 
dàz y r \. 
i -+- ->.- 4- — * , — (i-+-v)*. 
dt y/j — e * a'y v 



-s 



ddz Y r m 

-77- -4- - -j = W -f- 

dt yi — e- <* % 



il en résulte 



,85, ^ w + (^y + ». + [w+ (^y *]<,. + »•). 

Considérons maintenant l'expression (64) de W ; on a ajouté la constante 
b -+- Ç cosy. Mais, comme 

Po 3 * 

— cos© -h -e ~$ cosy -h . . . , 

on peut dire que la constante b a été ajoutée a l'élément S, et la constante | à 
l'élément Y. On a d'ailleurs 

-e \ — 2— _ 2Ô T <5-^« 

2 n Q n n n 

Si l'on égale dans les deux membres les parties constantes, il vient 
»+M = '<-'*=- M îî*'( , Tî) , -( 4 Tf)*-- 

4 ï=-î*-;? + i(»îf)'-i(»ï)"- 
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En combinant cette formule avec (85), on trouve que la partie constante de v 
est donnée parla formule 

(86) ' 3 2 # L \* + *J h] 



On a d'ailleurs 



n 

v* = w % H — — : 

12 



on a donné les développements de w 2 , t*>* etw 4 ; on peut donc calculer bien aisé- 
ment la partie constante de v a . La fonction W-t- (t^~) X a ^ considérée pré- 
cédemment; on peut trouver la partie constante de son produit par 2v -h v a . La 
formule (86) donnera finalement la constante cherchée (— i336",35o). 

Remarque. — Si l'on calcule les divers termes périodiques de S-^ par la for- 
mule (85), on devra les trouver identiques à ceux obtenus auparavant : c'est un 
contrôle important dans des calculs aussi compliqués. 

153. Calcul des perturbations de la latitude et de la réduction à réclip- 
tique. — Soient {fig. 12) L = X"H et B = HL la longitude et la latitude de la 
Lune, rapportées à l'équinoxe moyen. On a posé 

XG =9, XL —v y d'où GL = v — 9, 

X'G = ^, soit X'X'=/>, d'où X f G = + 

La quantité/? sera supposée comprendre l'effet de la précession et de la nuta- 
tion. 

Fig. 12. 




Le triangle rectangle GHL nous donne 

cosB sin (L — ^ — p) = cosJ sin (c — 9), 
(87) j cosB cos(L — ^ — p) = cos(e — 9), 

sinB = sinJ sin(u — 9). 
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On prend 





n(<x — yî)/ 




— N — K 4- 7T, 


+=- 






-N -+-K -h r.\ 


e = 


n(<x -\-ri)t 




-t-No-Ko-TT', 


O) — 


n(y -\- ol — 


fi)t 


-h N -f- K , 


v — 


/ +nyt + 







d'où 



<p = / + W + N + K- N - K = / -+- w 4- M 4- dK, 



moyennant quoi les relations (87) deviennent 

cosB sin(L,4-0 — p + dN — dK) = cosJ sin(74- w 4- dN 4- 3K), 
(88) j cosBcos(L4-0-/?4-dN — aK) = cos(/-+-w4-dN4-dK), 

sinB = sin J sin(/ +w + iN + SK). 

On peut transformer ces formules. On a vu, en effet (t. I, p. 468-471)9 que les 
relations 

cosB sin(L — 5) = cosJsin(p — a), 
cosBcos(L — 5) = cos(i> — a), 

sinB = sin J sin(c — a) 

peuvent s'écrire 

cosB sin(L — S„ — T) = cosJ sin(t> — S ) — s ^tangJ 4- ^"jj - )» 

<£ 

cosBcos(L — S — T) = cos(t> — %) 4-* — , 

sinB = sinJ sin(t> — S ) -+-$, 

où Ton a fait 

s = sinJ sin(r — a) — sinJ sin(p — & ), 
x =z 1 -h cosJ cosJ — sinJ sin J cos(<r — 5 )> 
9= sin J sin (a — 5 )> 
5 = sinJcos(a — & ) — sinJ , 

8 in (a — a, — p = (cosJ ° + cosJ) sin(ff - H 

X 

/o. o. r>\ (1 4-cosJ cosJ)cos(o- — & ) — sinJ sinJ 

COS \ z — 3q — 1 j — • 

Pour appliquer cette transformation, on fera 

S = — 4- /? — <3N 4- 3K, — *= 74- w 4-<5N 4-5K, e — a f = 7 = w , 
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d'où 

a — & = — 4N — âK. 

Nous ferons, en outre, 

et nous trouverons pour les formules (88) la transformation suivante 

cosB sin(L — II — p) = cosJ sin(/-h w) — s ^tangJ -+■ xC ^ s j ^ 
( 8 9) { cosBcos(L — n-/?) = cos(7H-w)-H^r> 

sinB = sinJ sin(/ + 

avec les valeurs ci-dessous de x, s, 9, ^et II 

$ = — sinJsin(dNH-dK), 
^= sinJ cos(5N -+- dK) — sinJ , 

5 = sinJ sin(/ + &) + JN + dK) — sinJ sin(/ -h w), 
x = i H-cosJ cosJ — sinJ sin J cos(dN -+-3K), 



(90) 



cosJqH-cosJ . 



sin (H -h + 3N — dK) = sin (5N -h dK), 

/iT a *xt îirx (i H- cosJ cosJ) cos(£N -h dK) — sin J sin J 
cos(II -h -+- oN — oK) = - - 

On peut obtenir des formules plus commodes encore : si l'on pose 

tangJo H — A cos w. — = — A sin w, 

° XCOSJo X 

les deux premières équations (89) donneront 

cosB ^r — ^ = cosJ (y — — ks\]— 1 -h ^> 

d'où, en ajoutant et retranchant, 

x cosB = y cos* — h — sin" * 

J 1 y 1 z 

cosB . • Jo 1 « Jo a / — 

= y sin 1 — H — cos 1 \- Asz v — 1 • 

x ^ a y a T 
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En divisant membre à membre, il vient 



t 1 — — i «in* — 1 



, cos* 1 — ; sm 3 

œ 2 2 y* 2 yz 

^ cos 1 — -h y* sin f — -f- ksyz\J—\ 

2 2 



En prenant les logarithmes, on trouve 



( 92 j ) où l'on a posé 



, Jo A 
£ = tang* - , yî = r 

cos* — 



On peut tirer de là un développement très convergent de L — II — p — f — o>, 
suivant les puissances de sr\ ; les coefficients sont eux-mêmes développés suivant 
les puissances de e. 
Hansen développe encore d'autres formules : on peut écrire d'abord 



v /TT7(L — n— p— /-o)) = log(\ -h — log(i -+-£7*) 



-h log I i — 



r, — npL=i "l_i„ g ( 14 .î£WEI) ; 



posons 



(93) y * = ll=EN-« f 



et l'équation précédente deviendra 

- n - P -7- *>) = iog (' + ;p) ~ lo &( ! + s / f ) 

ou bien 



2 



\/— « (L — II— /?— / — &)) = 10g[l 4- £ C0S(2 / -h 20)) — ey/— I SÎn(2 / H- 20))] 

-hlog[i -h£COs(a / -f- aw) + £v/-— i sin(2 /+2u)] 
-h log[i — Xt)* sin (jui -h w) — Xyî5 cos(/jl -h w) ^— i] 
— log[i — Xr)5 sin(jui-h(v) -h Xt)5 cos (j* w) y/— 
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Or on a la formule 



log(a -f- &y/— r) — log(a — b\J ~ i) 2 y/— 1 arctang-> 



grâce à laquelle il vient 



(94) 



L = /H-co-f-II-h/? — arc tang 



arc tang 



£SÎn(2 / ' + 2d>) 

1 -t-£C0s(a/-h aw) 

Xrj* cos(fx -+- w) 
1 — Iris sin(/x -h w) 



X et (x doivent être déterminés par les équations (93), d'où Ton tire 
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>.*= — 



Si Ton pose 



1 -h as cos(2 /-f- 2 0)) -h £* 



sin B = sin J sin ( / -f- &> ), 



B est la valeur de B, en tant qu'elle n'est pas troublée par les perturbations 
de J; la valeur de X, en tenant compte de £ = tang 2 — > donne aisément 



cos 1 — 

2 

cosB ' 



on a ensuite 



— — 21. — £(ï{i-i/-ao>) y/^T 

V* I H- ty 1 9 



-—2 y/— 1 arc tang 



On trouvera donc finalement 



£ sin (2 /h- 2w) 

C0S(2 / -f- 20)) 



I 4- £ 



L — |ui4- 



(95) 



7 4 £Sin(2/+2b>) 

/ -h (1) — arc tang / — \ » 

I-H£C0S(2 /+aw) 

„ . Xrj5C0s(a-+- w) 

D+/? - arc tang ? '— - , 

r 1 — /y) 5 sin (/jl -h w) 

sinB = sin J sin(/ -+- gj), 



Jt=. 



cos 1 — 



cosBi 
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On remarquera que (x donne la valeur de L — II — p dans le cas où il n'y a pas 
de perturbations de latitude, et que, par suite, l'influence de ces perturbations 
sur la réduction à l'écliptique est rigoureusement exprimée par l'arc tangente 
qui figure dans l'expression (95) de L. 
On peut encore transformer cette expression : les formules (93) donnent 

s(° H "^) = ( 5 ' + ?) ( '" , "' ) • 

d'où 

cos^ = cos(7+a,)--l BT , 



sin/x = sin (/-h &>) 





cosJ 



cosB 

On a d'ailleurs, en vertu des formules (91), 

lr] cosw = (tang J h- ^ . ) — 1 -^-> 
\ ° xcosJo/ cosB 

$ 1 

Xyî sinw = =r-> 

x cosBo 

On peut ainsi transformer l'expression (95) de L; elle devient 

L =r fJi-h H -+- p 

» $(tangJ 4- XC q S j j séc l B cos(/ h- séc , B cosJ sin(/ + w) 

— arc tang XCQS = ^ 

1 — si sin J -h séc*B sin (/-h w) -h s- séc*B cos(/ -4- &>) 

cette formule servira plus loin. 

154. Calcul de s. — On a, par les formules (90), 
(97) s = [sinJ cos(5N + ôK) — sin J ] sin(/-h w) -h sin J sin(<$N 4- SK) cos(J-4- w). 
On va introduire SP, SQ et §K par les formules 

P = <3P = 2 sin - sin «N, 

2 

Q = 2 sin — -h <5Q = 2 sin-cosôN, 
^ 2 2 

Jn 

sin — 

ôK = ^ ÔP-+-Ô,K, 

2 COS f — 
2 
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d'où Ton tire d'abord 



2 2 2 



puis de là, en négligeant le cube de la force perturbatrice, 

(98) cos 1 cos '1° - I tang £ ÔQ *— ÔP' ' «Q". 

2 ? 2 2 8cos^ 8cos 3 '^ 

2 2 

Il faut maintenant calculer les coefficients de sin (/-h co) et de cos (/ -h <o) 
dans la valeur (97) de 5. On trouve 

sinJ cos(dN -+- <5K) — cos - ^2 sin ^ cos <5N cos 5K — 2 sin - sin dN sin dK^ 

2 \ 2 2 j 



— cos 



^ ^2 sin ^ 4- ôQ^ cos 3K -- <3P sin <îkJ 
= cos j [2 sin i° + ÔQ - sin ^ (dK ) ! - aP <îkJ 

sin 8 — 

^cos-( 2sin-°+<$Q ^-SP*-t- 

2X2 4 cos* i e 

2 

En remplaçant cos ^ par sa valeur (98), et réduisant, il vient 

J 




1 — 2 sin s — 



sinJcostfN dK) - sinJ =^ = ï^iQ + tang-° 3P* 

cos ~ 4 cos 1 — 

/ \ ■ / 2 2 

(99) ' ï 

— 2 sin* — 

-tang^ j-^-ÔQ'. 

4 cos f — 
2 

On a maintenant 

sinJ sin(5N -h dK) = cos^ ^2 sin^ sinâN cosiK -t- 2 sin^ cosdN sinàK^ 

= cos * [dP cosâK -4- (2 sin ~ 4- 3q) sinôK J 

cos'l dP -h (2 sin ^ + <$q) ( ^aP-u^K 

2 1 ^ ' \ 2 cos* y 

^cos-f -^^dP 4-2sin-°3,K- Sm % 3P3Q 

2 \ cos» ^° 2 2 cos' *! 

\ 2 2 

T. - III. 




46 
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En remplaçant cos- par sa valeur (98), et réduisant, on trouve 



Jo 



1 y 2 — 3 sin* 
(100) sin J sin (3N + 3K) = - 9 = — ^ 3P + sin J Ô,K - i tang ^ j-^ <$P dQ. 

Jn 2 2 . J0 

cos — cos* — 

2 2 

En vertu des relations (99) et (100), la formule (97) devient 

COSJ . /— \ »,x , COSJq /-? \ ^ 

s — =?sin(/-*-M,)<îQH pCos(/-f wJoP 

Jo »o 

COS — COS — 

(roi) [ 2 2 

Q ÔP* - ? aQ 1 ) sin *° si n ( g 4- w ) - ( ÔP SQ - 2 3, K ) si n ^ cos (g 4- u ) . 



On a négligé les produits de sin 8 — par SP a , SQ a , $P $Q et § 2 K, et Ton a rem- 



h 
2 

placé dans les termes du second ordre / par g; ces termes donneront toujours 
très peu de chose, moins de o", 1. Occupons-nous de ceux du premier ordre, 
et posons 

-4- 00 

COSJo 



Jo 

COS — 
2 



cos(/-f- &)) •= 2 y £A ( *' ) cos( pnz H- f,)), 



4-«o 

COSJo . 



COS 

2 



-p sin(/ -f- m) = 2^ A (/,) sin(/>/? z -1- «ï, 



où les coefficients A (/,) s'obtiennent en multipliant par des fonctions de 

J» 



C0S-? 



l'excentricité qui se ramènent immédiatement aux fonctions de Bessel. 
Soient, en outre, 

dP—a sin(i# 4- i'g'-l- «'w -1- t f &)'), 
ôQ™ p cos(ï^--+- 1'^'-+- -:- !*&>') 

deux termes correspondants quelconques de SP et SQ. On trouvera, en portant 
les expressions précédentes dans la formule (101), 



-+- 00 



s -^. ^A"» (a -h ?)s\n[pnz + ig + i' g' (Th i)w-t-tV] 

— 00 
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d'où, en remplaçant nz par g 4- n Ss, 



5 — S -4- S t n àz -T- - S f ( /i )* -h . . . , 



S = 2 A"" (a -f- (3) sin[(/> 4- «')#• -+- i' g' + (t"-f- i)a> -f- t"oj'] 



2 A 1 "» (a — (3) sin[(/> + i)g + (/' — t*w'], 



S,--- V />A""(« + P)cos[(/> + «')^-f ■ «'V' -+-(*'+ «)w + t' w u'] 

— a» 

-h^ pk^-^ict — (3) cos[(/> -h 0# -+- * # ^'-+- — i)« -h i*V], 



-4-» 



S, - —2 ^A<")(« -t- (3) sin[(/> + t)<? 4- «V + (i'+i)u + iV] 

— 00 

Hansen a pu déterminer les coefficients numériques du développement de s; 
en comparant avec ses Tables, il ne se trouve pas de différence atteignant o",o5. 

155. Développement des perturbations de la réduction à l'écliptique. — 

Nous partirons de la formule (96) dans laquelle nous pourrons réduire le déno- 
minateur à 1 ; l'expression (90) de x donnera à fort peu près 

x-H cos(J -f-J ) = acos^o ; 

il viendra ainsi 

L=^+U+p-. __±_ CO s(/ +w )- 3 -— j-sinCz+o,). 

En remplaçant a\ ^> et s par leurs valeurs (99), (100) et (101), et mettant g 
au lieu de / dans les termes de l'ordre le plus élevé, il vient 

L= f x+n+ / >-* tan8J ' co ;y- , - M) 

COS Oq 

(102) { 

+ 7 (dP« -30») sina (#-+-&)) — -<$P<$Q cos2(# -h w). 
4 2 

L'avant-dernière des équations (90) donne ensuite 
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d'où 

H 4- 9 = ' — r ( a sin -° sin - 3N 4- 2 cos -° cos - dfi) 

J 4- J \ 2 2 2 2 / 



COS 



En remplaçant 2 sin - SN par §P, et $K par son expression en fonction de SP 
et de S 2 K, il vient 

n f- 6: - j ^ j [tang ^ (cos ^ - cos ^ 6P -+- 2 cos 1 £ o\ k] , 



cos 



ou encore, en vertu de la relation (98), 

. 2COS- — 

II = - 9 4- - sin» dPdQ +■ — 3 f K, 

2 2 COSJo 

où le terme en SPSQ est absolument négligeable, à cause du facteur sin 2 — 
On a ensuite, par les formules(g5) et (102), 

1 ~> l . » tangJ cos( / -h m) i . srk4t . , x 

L-/+«-S+/» + H.-i — col"*. " 4 ( ~~ ° Q J Sin 2 ( ^ ^ w) 

* *Jo 

2 cos 1 — 

- \ ôPÔQ cos 2 te 4- a>) 4- Jo - o\K. 

Si Ton se rappelle les relations 

9 ~ w(a 4- ri)/ 4- N — K u — 7r\ 
co - -h a — m)/ 4- N h K , 

on peut écrire enfin 



1 - sinMo sin*(/ -f- w) 

a cos 1 — 

4- 7 ( âP« - o\> 1 ) sin 2 ( g -h « ) - - 5P <SQ cos 2 ( g w ) h ^-d, K , 

4 2 COSJ 

V II ~ 2k 7T -h — 2Yî)/, 

tang* — sin2(/4- w) 
tangR — - 2 



1 4- tang* — cos2(/4- o) 



II est la longitude moyenne du périgée lunaire, et R la réduction usuelle k 
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l'écliptique. Hansen trouve que l'ensemble des termes en §P*, SQ 2 , SpSQ et S a K 
se réduit sensiblement à 

— o",4o sinaw - i",20 sin(2^ / -t- 2co') — o", 285 sin(2£' — l\g' -\- 2co — 4&>')- 

Dans ses Tables, il a, par inadvertance, employé le coefficient -j-o",335 au 
lieu de — o",285, d'où résulte une correction de — o",62o. Pour tenir compte des 
termes négligés qui dépendent de dp\ dq' {voir p. 34a), il faudrait encore, dans 
(io3), ajouter à s et à o 2 K des corrections dont l'ensemble donnerait 

-r- 2Q<3P~ — o%25o cos(0 -\- 173°). 

Ces corrections sont nécessaires pour retrouver le coefficient de cosO dans 
l'inégalité de la longitude qui provient du déplacement de l'écliptique et que 
nous avons déterminée plus haut (p. i64)t car Hansen n'a déterminé que l'iné- 
galité correspondante de nez. 

Dans le reste du Tome I de la Darlegung, Hansen traite : 

Des inégalités occasionnées dans le mouvement de la Lune par la figure de la 
Terre, ou par celle même de la Lune; 

De la très petite influence de la masse de la Lune sur le mouvement du 
périgée ; 

Et de l'influence des planètes sur les mouvements du périgée et du nœud de 
la Lune. 

Nous n'insisterons pas sur ces points secondaires, dont quelques-uns d'ail- 
leurs ont été examinés dans le cours de cet Ouvrage. 

Dans le Tome II de la Darlegung, Hansen s'occupe des inégalités qu'il n'avait 
pas encore considérées, notamment des inégalités à longue période et de l'ac- 
célération séculaire. Il introduit un nouveau principe relatif à la variation de 
certains éléments, dont le développement nous entraînerait trop loin. Nous 
aimons mieux donner dans le Chapitre suivant une méthode claire et complète 
pour déterminer les inégalités à longue période; quant à l'accélération sécu- 
laire, nous avons déjà présenté son calcul en détail. 

156. Comparaison entre Hansen et Delaunay. — Les Tables de la Lune, 
imprimées en 1857 aux frais du Gouvernement britannique, sont fondées sur la 
théorie qui vient d'être exposée. Mais la forme des perturbations adoptée par 
Hansen rend difficile la comparaison de ses résultats avec ceux des autres 
astronomes, qui ont calculé directement les perturbations de la longitude, de la 
latitude et du rayon vecteur de la Lune. Il est vrai que Hansen lui-même (Darl., 
t. I, p. 439-459) a entrepris de comparer ses perturbations nez à celles qui se 
déduisent, par une transformation convenable, des perturbations de la longitude 
vraie, obtenues par Damoiseau et par Plana. Mais cette comparaison n'est pas 
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faite d'une manière très rigoureuse; elle a été reprise, pour les théories de 
Hansen et de Dclaunay, par M. Newcomb, en 1868 et, d'une manière beaucoup 
plus complète, en 1880. Nous avons déjà eu l'occasion de mentionner (p. 112 
et 236) le travail de M. Newcomb, auquel nous avons emprunté quelques résul- 
tats numériques; il convient d'y revenir maintenant pour expliquer en peu de 
mots la nature de la transformation qu'il a fait subir aux formules de Hansen. 

Ainsi qu'on l'a vu plus haut, Hansen détermine la perturbation n$z qui 
s'ajoute à l'anomalie moyenne g; l'anomalie troublée 

nz -.7- g -f- noz 

sert ensuite à calculer l'anomalie vraie /par l'équation du centre 

/- = nz -+- ^ae— ^ e 3 -h ^ e 5 ^ smnz 4- . . . , 

en faisante = 0,0549008, et la longitude vraie L s'obtient par les formules (io3) 
sous la forme suivante 

où R est la réduction à l'écliptique 

R^-tang'^sinaCZ-hco) -r- - tan^sin4(/-h w) 

2 2 2 

tandis que R' comprend, sous le nom inégalités de la réduction à iécliptique, 
les termes 

R' = — s tangJ cos(/n- o) [1 -t- siu , J sin î (7-r- co)] 

— o",397 siii2w — 1V98 sin(2^ / H- 2co') — o",285 sïn(2g — 4#'+- 2w — 4w'). 

La latitude se calcule par la formule 

sinB - - sinj sin(/ -r o>) -r s, 

en faisant J =>8'48". 

Les perturbations noz ci s sont des fonctions explicites de g, g\ (0, eu'. Pour 
obtenir sous la même forme l'expression de L, il faut mettre g -h nez à la place 
de nz et développer d'abord les sinus des multiples de nz, puis les sinus et 
cosinus des multiples de / -f- eu, suivant les puissances de nSs. Après avoir 
substitué pour e et J leurs valeurs numériques, on trouve 



L = L -h Li . n oz -h Lj ( n oz ) f -+- . . . , 
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OÙ 

L — g 4- H -h 2263g ff ,676sin § r -t- 776% 269 sin2# -+- ... -h sS , 

Li — I H- O, IO9760 COS# H- 0,007527 COS2^-h . . . -+- sS u 

L t — — o, o5488 s\ng — 0,00753 siri2£ — ... -1- sS„ 
L 3 = — o,or83cos^ — o,oo5ocos2^ — . . 

en désignant par S , S,, S a les coefficients de développement du premier terme 
de R', qui sont des fonctions de g % co, et qui seront multipliés par s. 

Après avoir réuni, dans un premier Tableau, les valeurs de n$z, (wSz) 2 , 
(n$z) z 9 M. Newcomb donne (Table II), le résultat des multiplications et 
des additions par lesquelles s'obtiennent les coefficients des sinus dans l'expres- 
sion finale de L. On trouve 

L —-. g -\- II f- 22637", i5o sin# -h 768'', 858 %\nig \- . . . . 

Mais il reste à réduire les deux théories en question à un système uniforme 
d'éléments. Les valeurs de l'excentricité e et de l'inclinaison J , employées par 
Hansen dans le calcul de ses perturbations, diffèrent un peu de celles qu'il 
adopte dans les Tables, k savoir 

e — 0,05^908 1, J — 5°8' 'io", o. 

Le coefficient de sin^- devient dès lors, pour les Tables, h- 22 64o",i5, tandis 
que Delaunay adopte le nombre trouvé par M. Airy (22(i3()",o6). M. Newcomb 
a pensé que le plus simple était de s'en tenir k l'excentricité des Tables et au 
coefficient de 22 64o",i5 qui en résulte; on a donc multiplié par le facteur 
i,oooi33 les coefficients théoriques de Hansen qui dépendent de e, par 1,000265 
ceux qui dépendent de e\ et ainsi de suite. Pour la théorie de Delaunay, le fac- 
teur de réduction de l'excentricité e devient r, 000048. 

Pour l'excentricité e' de l'orbite de la Lune, Hansen et Delaunay ont adopté 
le même nombre, si l'on tient compte de la différence des époques (Hansen, 
0,0167923 pour 1800; Delaunay, 0,0167711 pour i85o); il faut seulement 
appliquer la petite correction nécessaire pour réduire les coefficients à la même 
époque. 

Il y a enfin toute une classe de termes, les termes parallactiques, dont les 
coefficients dépendent de la valeur adoptée pour la parallaxe du Soleil. Or, 
Hansen trouve (Darleg., t. II, p. 269) que ses coefficients théoriques doivent 
être multipliés par i,o3573 pour satisfaire aux observations et qu'ainsi corrigés 
ils correspondent k une parallaxe de 8", 9159. Il s'ensuit qu'ils reposent primiti- 
vement sur une parallaxe de 8",6o85. La valeur adoptée par Delaunay est de 
8", 75. Pour réduire les deux théories k la parallaxe de 8", 848, il faut multiplier 
les coefficients parallactiques de Hansen par le facteur 1,02785, et ceux de 
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Delaunay par 1,01120. Ces derniers doivent, en outre, être multipliés par le 
facteur i^-? — ^, en faisant, avec Hansen, la masse de la Lune égale à ^- • 

1 - i- a 8 1 80 

Les coefficients numériques ainsi obtenus, et réduits à un système d'éléments 
bien défini, forment la Table III de M. Newcomb; nous les avons reproduits en 
partie (p. ii2-n5). M. Newcomb ajoute, dans une dernière colonne, les coeffi- 
cients de Delaunay, modifiés parleurs compléments probables, dont il a été déjà 
question plus haut (p. 236). On a vu que les écarts entre les deux théories sont, 
en somme, peu sensibles. 

Le coefficient de l'équation parallactique devient, chez Hansen, — i25'\43. 
Le résultat de Delaunay, corrigé de deux manières différentes par des complé- 
ments probables, serait — i27",24 ou — 127*08; en le multipliant par et 

1,01120, on aurait — i25",49 on — i25",33. De son côté, Pontécoulant trouve 
122", 38, avec une parallaxe de 8", 6322; son coefficient, étant réduit à la paral- 
laxe de 8", 848 par le facteur i,o25o, devient i25",44- L'accord est donc ici très 
satisfaisant. 

Pour la latitude B, M. Newcomb forme, d'une manière analogue, d'abord 
l'expression de sinB, puis celle deB. La comparaison des coefficients de Hansen 
avec ceux de Delaunay est donnée dans la Table IV. On s'est dispensé d'appli- 
quer ici les petites corrections qui résultent de la différence des valeurs de J , 
impliquées dans les deux théories. 

D'après Delaunay, le coefficient de sin(# co), dans l'expression de la lati- 
tude, est -h 18 461", 26. Les formules de Hansen, transformées par M. Newcomb, 
donnent -h i8463"248. Quant aux Tables, la valeur adoptée pour J (5°8'4o") 
étant de 8",o plus faible que celle qui entre dans les expressions théoriques, 
elles donneraient aussi un coefficient plus faible de 8'\ si l'expression de s ne 
renfermait aucun terme en g -h co. Mais cette condition n'est pas remplie, car 
Hansen a laissé subsister dans s le terme 

-h 2",7o5 sin(/-i- w) = -} 2", 705 sin(# 4- co) — o",i49 sinco -+- o*,i49 sin(a# -h co), 

qu'il a fait disparaître plus tard (Darleg., t. I, p. 438), et il ajoute encore le 
terme 

-+- 3 /r ,7osin(^H-co), 

qui paraît provenir de la correction empirique, fondée sur l'écart supposé entre 
le centre de gravité et le centre de figure de la Lune. La différence entre le coef- 
ficient théorique et celui des Tables se trouve ainsi réduite à 8", 10 — 6", 4 = i">6, 
et l'on peut admettre que le coefficient définitif de sin(#-hco) est -h 18461", 63 
pour les Tables de Hansen. Pour y ramener les deux théories, il suffirait de 
multiplier les coefficients de Delaunay par t, 00002, et de diviser par 1,00009 
ceux de Hansen. 
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Dans une dernière Table (Table V), M. Newcomb a réuni les coefficients de 
l'expression du sinus de la parallaxe, d'après Hansen, Delaunay et Adams. Les 
coefficients de Hansen ont été obtenus en développant la formule 



I) I -h ecos / / I „ \ 

SI ni? = 1 — W ~r- -IV' — . . . , 



où log ~ = 8,2170139. La constante de sin/? a les valeurs suivantes : 



Hansen. Delaunav. Adams. 



En tenant compte de la différence des données, la constante d'Adams se 
réduirait d'ailleurs à 3422", 12 : elle coïnciderait donc, à très peu près, avec celle 
de Hansen; et il est à remarquer que l'accord est presque parfait pour tous les 
autres coefficients. 
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CHAPITRE XVIII. 

CALCUL DES INÉGALITÉS PLANÉTAIRES DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 



157. Dans le calcul de ces inégalités, on est conduit à considérer quatre 
corps, la Lune L, la Terre T, le Soleil S, et une planète P. Soient 



x, y 9 z, r = \jx* -h y 2 -h z' 2 les coordonnées géocentriques de L, 

x \ » y\ » z \ • r \ — V /jp i 2 + ïi ■+■ z \ ' es coordonnées géocentriques de S, 
Ç,, y] D, = ft* 4- y)ï les coordonnées géocentriques de P, 
x\y\ z\ 1" — yjx" 2 y ,J -r z" 2 les coordonnées héliocentriques de P. 

L'une des équations différentielles du mouvement est 

(Pjt UL.r . œ\ — jc , jc\ 

-+- — m 1 3 — m' -r-J- 

, * , r [W-^) a +(/i-7) , + W-*) , ] f r * 

4- m" il— 3 - m' £> 

[Ui («i -/)' 4- (Ci - 5)»]»" (ÇJ Hh Yi» 4- «)« 

où (x, m' et /rc' désignent respectivement la somme des masses de la Terre et de 
la Lune, la masse du Soleil et celle de la planète, en y comprenant le facteur f. 

Il convient d'introduire le point G, centre de gravité de T et de L, et les 

coordonnées x\ y\ z\ r* = sjx' 2 -\-y' 2 H- z'' 2 du Soleil, rapportées a l'origine G. 
On trouve immédiatement 

en désignant par <j le rapport de la masse de la Lune à la somme des masses de 
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la Terre et de la Lune. On a ensuite 



s 7 i 



£, r= x\ -+- X 9 =r x' -h x" •+- <JX. 

Si donc on pose 
on en conclura 

(4) <JX 9 y), — T< -f- Vf, Cl = ? H- 

S, 7) et Ç seront les coordonnées de P, rapportées à l'origine G. 

Si Ton a égard aux relations (2) et (4)t et si l'on remarque que Ij, y] et Ç sont 
indépendants de a?, j et *, on trouvera, en partant de (1), que les équations 
différentielles du mouvement peuvent s'écrire 



d*x 


4- 


ixx _ 




âR" 


dt* 


,.3 — 


dx 


^ dx 




4- 


v-y _ 




dR" 


dl* 


,. s 


ày 


' ày 


d*z 




\L Z 


dR' 


dR" 




1 


,.J - 


âz 



en faisant 



—7 R' 

m 



oV(-**' -r- a-r) 1 H- -f- aj) 1 4- (s' -t- ers) 1 



m 



(i - ») \/U - (i - + [u - (> - a)/]" r -i - t"Ç - (i - it) -] 1 

1 



R' est la fonction perturbatrice du mouvement de la Lune, qui répond à Tac 
tion du Soleil, tandis que R" correspond à l'action de la planète. 

Si l'on pose 

( xx 1 -f- yy f i - zz' — rr's', 

(5 \ , 

I x-1 -hyn + sÇ — rDs% 
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les expressions précédentes de R' et R" deviendront 



m 



(i-«x)r't/ i_ a ^(i_ff)£ + (i_,)*^ ar 'U 1 -+- as'* p H- a* ^ 



(i-ODy'i- a*"(i - or) - 4- (1 - <x) s g-, o-I) y/ 1 -h a d ^ ^ 

r D 

D'où, en développant suivant les puissances des petites quantités -p et — ,> 
et omettant les termes en p et parce qu'ils ne dépendent pas de <r, y, s, 

_L r» — (1 s «-l) Il + (I _ 9a) f_ 5 s m_ 3 f ,\ ^ + >( 

m' \2 2/ r 3 \a 2 / r* 

_L R ^ : f^,_ « \ £ (l „ 2ff) /5 3 A £ 
m" \2 2/ D* 7 \2 2 / D* 



• • ■ • 



Remplaçons enfin 5' et 5" par les deux valeurs (5), et nous trouverons 



1 ^, _ 3 (xx'-h yy' - L zz')' 1 r 1 
m' 2 r* 2 /•'•* 



(6) { [5 (j?jr , -4-.vr'-*-«') > 3 {xx' -¥- yy'-hzz')r* 



h (i— 2<j) 



["5 (jjj^+.v/-*-**') 1 3 (. rjc' -±-yy f -t- zz')r*l 
L2 r' 7 2 /•'* J 



m* 2 D 8 2 ]) 3 

(7) { , , N T5 («rÇ-t-.m-'-cî) 8 3 (*£- + - r y î -4- 5 Ç)r 



4- (l — 2<j) 



l 2 D* 2 D s J 



On remarquera que le calcul précédent, en ce qui concerne R', avait déjà été 
fait (p. 184 et i85 de ce Volume). 

158. Les termes de la première ligne, de R' ou de R' 7 , sont de l'ordre de ^> 

ceux de la seconde ligne de Tordre de — » — 

M. Hill a indiqué (American Journal of Mathematics, t. VI) un mode de dé- 
composition de la première ligne, qui a l'avantage de séparer les coordonnées 
de la Lune de celles de l'astre perturbateur, et de faire discerner tout de suite 
les termes utiles pour la recherche d'une inégalité donnée. M. Radau a appliqué 
le même principe aux termes de la seconde ligne (Annales de l'Observatoire de 
Paris, Mémoires, t. XXI). Nous emprunterons la plus grande partie de ce 
Chapitre à l'important Mémoire de M. Radau. 

En supprimant les facteurs 1 — 2<r, . . sauf à les rétablir quand ce sera né- 
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cessaire, on tire aisément des formules (6) et (7) les développements suivants : 



(8) 



1 r*—3z*fi 3s'»\ , x* — y'- - y'» . x'y' ,xx'-hyy' 

—j R = ; ( -75— - ,.- -1-3 j-z— - • \ ixy— £ +3«' jf^- 

m' 4 \r'* r' s ) 4 r f r 1 ' 

+ g (^+.y/)(r»-5,«) ^ - - T j + zz> ^_ (p-, - -j 

5 (x*— i xy t ){x ' s — 3 y ) -t- ( 3 y.r« — >•» ) ( 3 y' x" — r" ) 

+ 4 -■■ pi h,!> pr » 

»* 4 — Vif — d«-J + 3 ~4 j*.- +3*7^+3-?; - 



(9) 



/n' 4 D« J 4 D' J D' * D» 

3/ ? w , k.n/i 5Ç»\ „3r*-5aV 3 5Ç'\ 
g (*S +/fl)(r«- 5,«) - + *C j (fiî " F" J 

5 (a;»- Zxy*)(?- 3gn') (37^-y»)(3ng«- n») 



D' 



i5 (x*-y*)(?-n*)zK , . *y*ÊnÇ 
4 ~ ÏF +15— jp— • 

159. Soient maintenant w l'anomalie, v — g -t- w l'argument de la latitude 
de la Lune, i l'inclinaison, y = sin^i, h la longitude du nœud; nous pouvons 
poser 

t 

y — (i — y*)cos(r h) -\- y*cos(c — /i), 
(ïo) ^ -y = (i — -y*) si n ( c ■ ■H* h) — y î sin(r — 

y — 2y y/i — y* sine. 

Nous pourrons le plus souvent faire abstraction du déplacement de réclip- 
tique et prendre z' = o. Soient alors V\ V" les longitudes de la Terre et de la 
planète P dans leurs orbites, et 

h! et A" étant les longitudes des nœuds; en faisant -f = sin^i", et se reportant 
aux formules (3), on aura 

x'~ — r'cosV, y' — — r'sînV, 
£= — /•' cosV'-t- r" cosV"-}- ay'V sin/i" sine", 
1 tj— •-/•' sinV'-t-r" sinV — ay'V" cosA" sine*, 

Ç— ir"y* ^\ — y" 5 sine*, 



CHAPITRE XVIII. 

ou bien 

l £— — r'cosV'4-(i — y"*)/** cos V" 4 y n r* cos(a^— V"), 

(12) } n = — r' sin V 4- ( 1 - y M ) r" sin V* 4- y 9 * r" si n ( 2 A" - V ) , 

( Ç-2r # (y"-{y"»)sin(V" — A'). 

En se reportaut à la signification (3) de D, on trouve 

D l = r' a - -h r n * - 2 r' r" ( 1 — y Hi ) cos ( V - V" ) — 2 /•' r' y"* cos ( V 4- V" - 2 A" ), 

ou bien 

ï)*- D» i 4y ff * /•'/•' sin( V— /*") sîn( V- //), 

en posant 

(13) D; — r /5 4- — 2 /*' r n cos (V — V). 

On en déduit ce développement 

j __ j ipy^j^ si n (V — /i ff )sîn(V ff — A" ) 

I " iiff " h ^n^"' [C0S(V/ h v^--2/r) - cos(V~ V)]-h . . . . 

Nous pouvons maintenant nous servir des formules (10) pour exprimer en 
fonction de r et v les combinaisons des coordonnées x, y, z qui entrent dans les 
divers termes de R' ou de R". Nous trouverons pour les termes de la première 
ligne, en négligeant désormais y\ 

3 x \ yl 3 3 3 

^ — ^ t — -~ ^ (1 — y*)* cos (2 r -1-2/1) r ^y* cos (2c — 2/1) f- - y'(i — y 1 ) cos 2 A, 

3 xy 3 3 3 

( ! ^M — * 7 (' — 7*) s *in(ac 4-2/*» - 7 y v sin(2r — ih) -•— y'(i — y 1 ) sin 2 A, 
2/4 4 2 

3^ — t-3y^i — ^y*^ sin(2P 4- h) 4- 3 y* sin (2c — /*) — 3y ^1 — ^ y*^ sin A, 
3 ~ — - - 3y ^1 — ^y 5 ^ cos(ar }- /*) 4- 3y J cos(2c h) - ; 3y ^1 — ^ y 1 ^ cos/r. 

Pour les termes de la seconde ligne, je renvoie le lecteur au Mémoire de M. Ra- 
dau. 

Il faut maintenant substituer dans R" les valeurs elliptiques de r, v, r\ V' = t>\ 
r", V"= ^4- h". Cette opération comprendra trois parties que nous allons con- 
sidérer successivement. 
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160. Développement des quantités r* — 3 s 3 , x x -y 2 , xy,œz, yz, qui se rap- 
portent uniquement à la Lune; nous omettons, pour plus de simplicité» les 
expressions du troisième degré en oc, y, z, qui ont trait à la seconde ligne deR". 

On atteindra rapidement le but au moyen des relations (i5) et des formules 
suivantes, qui sont bien connues, 

/•* 3 . / i A i _ .i 

- i: I -f - e T 



a* 2 



— (2c- y e* ) cos / — - e* cos 2 / — -e* cos 3 / — . . . f 

\ 4 / 2 4 



-, cos (2^ -h a) — f 1 I cos(2# 4- 2/ 4- a) -r- ecos(2#- -f3/ +a) 

(16) ' a \ 3 / 



— 3eC0s(2# H- /-H a) H- '^<? s COS(2£' -4- <x) 



-rc 3 cos (2 — /-+- «)4-. . .; 
24 



a désigne une constante a laquelle on devra attribuer les valeurs 

o, ± 2//, ±: 2/1 — 90 , ±: /*, ±z h — 90 . 

On trouvera aisément, en désignant par L la longitude moyenne, h 4- g -h 1 9 

— 3 z* 2 A e k cos kl 4- y* B e A cos ( 2 L — 2 A db A7 ), 
— ^ Ae^'y*' cos(2L — 2/L 4- 2U1 ±1 kl), 

où i doit recevoir Tune des valeurs o, 1, 2; xy est donné par une expression de 
même nature, dans laquelle les cosinus sont remplacés par des sinus. On trouve 
ensuite 

xz—^A y*'* 1 e k sin (2 L — 2 i'L 4- 2 */i — /ni: */), 

où < doit recevoir les valeurs o, 1,2; yz s'en déduit en changeant les sinus en 
cosinus. 

161. Nous passons maintenant aux développements des quantités Ç 2 , £* — r 2 , 
£y)t qui contiennent les éléments elliptiques de la Terre et de la pla- 

nète P. 

On tire des relations (12) 

Ç* ^ 2 y" 1 ( 1 - - y"* ) r H - [ 1 - cos ( 2 V" — 2 h" )] , 

£1 — y, t ,.'î cos 2 y' -h ( I — y'» )» s COS 2 V 4- y " /'"* COS ( 4 A" — 2 V ) 

- 2(1 - y Vi )r'r* cos (V-+- V) - 2 y" r'r f cos(V- Y" 4- 2 A') 
4- 2 y" 1 ( I - y ) r" 1 COS 2 /i" ; 
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on obtient + 2^ en changeant les cosinus en sinus 

£ç= - y'^i — I y"*^ r'r'[sin(V -1- V"— h» y— sin(V — V"4- h»)] 

_ h y'^x _ ily"^ /•^[siu(2V' / — A") — sin A"] 
-h y' 3 r"* [ sin A" — sin (3A" — 2 V" )] ; 

on obtient — y)Ç en mettant des cosinus au lieu des sinus. 
Il convient d'écrire 

V'-h V"--(V'-- V")-t-2V\ 

On remplacera ensuite r", V", ? et V — V" par les développements 

7 4 -i-r- - e" cos /" - - e ni cos 2 /" 4- . . . , 
a" 2 2 

¥" = 1/4-3*" sin /'h- y e" 1 sin 2/" 4- . 

4 

/*' 1 1 

-7 — ih — e' 2 — e?' cos /' e'* cos 2 /' 4- . . . ♦ 

a 2 2 

V - V" = L' -L"-f 2 e' sin /' - 2 e" sin /" -r 7 e 9 * sin 2 /' - y e»* sin 2 Z" 4- ... . 

4 4 

On en déduit sans peine 

? _ n* = 2 A y" 1 ' e'* V*' cos [2 L" - 2 iL" h y (L' - L" ) 4- 2 «A' ± k'P zh k a l n ], 

% = 2 A y""* 1 e'*V'** sin [2 L"— 21L" 4- /(L' - U) 4- 2 *A" — A' ± *' /' dt *"/'], 

où idoit recevoir les valeurs 0,1 et 2. 



162. Il nous reste enfin à développer les quantités ~> •••> ce qui se 

fera au moyen des formules (i3) et (i4)« La première donne 

5j = ^ B p 0> K l) cos(V- V") -h B^ î) cos (2 V- 2 V f ) 4- . . , 

où les coefficients B^, 0) , . . . sont des fonctions homogènes de i* et de 1" . 
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On en conclut aisément 

± = V Ae'*V*'cos[/(L' - L')± k'l'±- k< l>\ 

et, en se reportant à la formule (i4)» 

~ — 2 A^V^y^'^^cosC/XL'— L^dz Ar'/'z± rtT±: 2/(L"- /*";]. 

On aura, finalement, pour ce qui provient de la Terre et de la planète P, dans 
chaque argument, la portion 

±k'l'-± kT±2i(U- h')-hj(L'—L'), 
avec le facteur é* e"*" 'y a/+1/ ' '. 

On est à même maintenant de trouver la forme des divers termes qui figurent 
dans le développement de la première ligne de l'expression (9) de R", et d'ob- 
tenir en même temps leur ordre. Considérons, par exemple, la portion 

3 ~ V "IF-' 

En prenant dans x 7 — y 2 les arguments 2L, ih % iL — \h % et dans 5 a — yj 2 les 
arguments il" et ih'\ on trouvera les divers arguments ci-dessous, en regard 
desquels on a placé les puissances de y, y", e et e" qui les accompagnent, en 
remplaçant en même temps L par g -h h -h l : 

3^ + 2^ + 2/ — 2/", 1, 

2 g -h 2 h -t- 3/ - a/\ e, 
2 g H- 2 h -f- 1—21% 

2# 4- 2/1 -h 2/ — 2//\ y" s , 

2g h 2/1 —2/*, e 1 , 

3 ff +2/l- / — 2 r\ 

2 /i - —~ 2 / , y ~ * 

2h±: l — 2 . . . , y* e, 
2 h ±121 — 2/", y 1 **, 

• •••••■■••••f • • • y ••■•^ 

2^ -2/1 + 2/ ~ 2 r, y v , 

2g—2h-\- l — 2/*, y 4 e, 
2 g — 2 h — 2/', y 4 e s , 
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On trouvera, dans les pages io, 1 1 et 12 du Mémoire de M. Radau, des expres- 
sions analogues pour les huit termes composant les deux premières lignes de R", 
et ce Tableau permet de fixer rapidement Tordre du coefficient d'un argument 
quelconque. 

Cherchons, par exemple, le coefficient de l'argument 

ig 4- 2/1 -h 3/'— s/\ 

En faisant abstraction de la différence t — /", il se réduit à 

Or, dans notre Tableau, l'argument zg-\- 2/1 — iC aie coefficient/?*; en ajou- 
tant 3/", on introduira le facteur^" 8 ; mais on peut écrire 

3/":-- 3/'- 3(/'- /*)-= 2/'-+- T- 2(/'- /") — /'-h a/* — (/ - /"). 
Donc on aura, pour le facteur principal de l'argument proposé, 

On aura aussi eV'7'' 2 et eVy" 2 , en combinant avec 3/' ou /'-f- 2/"- (/'- /") 
l'argument partiel 2(1," — A"). 

163. Il s'agit maintenant de considérer surtout les arguments dans lesquels 
le coefficient du temps est assez petit, de façon à donner des inégalités sen- 
sibles. M. Radau a donné à ce sujet un Tableau très complet (p. 1 3- 1 6 de son 
Mémoire), dans lequel il représente par 

M*, V, T, M, J, S, U, 



les longitudes moyennes de Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne et 
Uranus. Voici d'abord les mouvements diurnes de ces longitudes, ainsi que 
celles de /, L, A, g, . . . : 



Lune. 



Planètes. 





■7- h -H / 


h 




çr 






m -g 


-i- h 


<?—/,.. 





47033,97 

47434,9° 
— i9<>w7 



400, 9 >. 

;8*,46 

i 9 ,38 



M 



14732,49. 



V 5767,67 

T 3548,19 

M 1886,52 

J 299,13 

S 120,4") 

U 4^,23 
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J'extrais du Tableau de M. Radau les données suivantes : 



Ordre. Coefficient. Argument. Mouvement diurne. Période. 







i 

5 

• • • • • • 

m* • • • • • 


e' 

Y** e 
c* 


— T r V 

— iTn-îV 

— 3T - ïV 

— i3T- 8V 
/-hi6T -18V 

2 TU — 2 J 


-i-2219,5 
1439,0 

H- 890.76 

- 14, 85 
1 3 , 1 
2o3,58 


i Bn ,r)o 
0,80 

4,0 

2-3 
'7.1 


(Hansen) 
(Hansen) 

(Hansen-Delaunay) 
( Hansen-Delaunay ) 
(Neison-Hill) 


5 


a M 
a 


L -a4T -20M 


-r- 8,65 


4lO 


(Neison-Gogou) 


8 


a _ . 


- ;-3/l 


19, 38 


183 


( Laplace-Poisson 


6 


« „ „ 




- 0,5 7 


54o 





M. Radau a compris dans sa liste quelques arguments à période relativement 
courte, qui ne renferment pas d'éléments lunaires, mais seulement les longi- 
tudes L' et L". Leur importance vient surtout de l'action indirecte que les pla- 
nètes exercent sur la Lune, par les perturbations du mouvement de la Terre, 
en ajoutant à r' et V', dans R', des inégalités où figurent les longitudes L", dé- 
signées plus haut par les lettres Y, M, J, — 



1G4. Il nous faut dire maintenant comment se calculent les inégalités de la 
longitude de la Lune qui dépendent des arguments considérés. 

La substitution des valeurs elliptiques des r\ r", V et V", dans les diverses 
portions de la fonction perturbatrice est souvent très laborieuse. On peut la 
déduire directement d'une formule générale donnée par M. Radau. 

Soit proposé de développer suivant les cosinus des multiples de L et L'(nous 
mettons pour abréger L et L' au lieu de L' et L"), l'expression 

3cos(À-+-.'V-WV), 

où a représente une fonction de ret r\ et A une constante. En se bornant aux 
termes du troisième ordre en e et e\ on doit remplacer r et Y par 

r = a £1 4- ~ e* — — g e*^ cos/— ^ é* cosa/ — | e % cos3/j, 

V= L 4- (2e — 4 e* \ sin/4- % é 1 sina/-h — e*sin3/, 
\ 4 / 4 12 



r' et Y' par les mêmes expressions dans lesquelles on accentue toutes les lettres. 
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On aura recours à la série de Taylor qui donne 



£ ^ Ch a àa [^ ! -( e - 8 e, ) C ° S/ " • ] 

- «'^ [V' i --( e '-r ,, ) cos/ '' ••] 

- h r , ^[r î -( e -H cos '~'T 



cos (A 4- 1 V 4- H V ' ) — eus 8 — sin £i (2 e — e^j sin / 4 V *' 3 ) sin + 



où C désigne ce que devient 3 quand on remplace r et ? par a et a', et 

S — A r i'L f i'L'. 

On trouve finalement 

ecos(A4-*V4-*'Y') 
^H cose-i-H l ecos(e-{-/) H,*' cos(0 4- 2/) 4 li 3 e J cos(8 4-3/) 

-t-H;e'C0S(8 4-/') "i H;<?£?'C0S(8 4~ /-:/') r- H', é?Vc0S(8 4- 2 / 4- V ) 

4- -i- H;*'* cos(8 4-2/') -t- ir 8 é?e'*cos(8 4- /4- 2/') 

4- 4 h 3 v* cos(e+ 3/') 

4 

Nous n'écrivons pas les termes analogues où / et /' sont remplacés par — / 
et — /', car les coefficients correspondants se déduisent des précédents en y 
changeant respectivement i en — i, ou *' en — i\ Il ne faut pas oublier d'ail- 
leurs que, pour ~ o, les coefficients qui suivent H sont doublés parce que 
cos( — /) coïncide avec cos/. 

On verra aussi que H' |f II*, H* f H* se déduisent respectivement de H,, H 2 , 
et H 3 , en permutant a, e, i en a', e' et i. 

Posons 

L ^ a da' ( " a ââ*' 
mais en désignant par —, • • ce que deviennent—, • pour r = a et 
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r 1 — a'\ la distinction est importante si a contient a ou a'. Nous trouverons 



H, 



h; 



= 2 ' + L 8 C " H i6 Cl+ — L »- 76 C *J 

+ ^[_ t v 1 ( t c-ic 1 ) + ^c'-lc;4-ic'-.Lcï], 
= - i c+ e « [- * (rc - c) ^ £ c, - ' c; + J c, - j c;] 



"«4 



H, 



h; 



h; 



h, 



*— g— ^ ^— L,-r |L„ 

«•c - i(ic+rc,) + 7 c;, 

2 4 

., 'l'"'— r > r 3'*'-+ I < r . 



. fil' 1 -f- 101 -h l3 ^| 1 1 9 I 3 i r I 



24 



C — 



16 



^•1 "i g~ Cj — Cj, 



H, 



8 



h; 



h: 



.,4 '"'-h 5/ 



(«-^)-'-^(.-c-ic.) + i( w -:c:), 



Pour le calcul des quantités C, C,, ... qui sont des fonctions homogènes de a 
et a', il convient d'introduire le rapport 



a' 
a 



que nous supposerons toujours < i ; de sorte que a représente la distance 
moyenne de Mars et de Jupiter et a' celle de la Terre, ou bien a celle de la Terre 
et a' celle de Mercure ou de Vénus. On suppose encore 




C--/(a). 



On trouve immédiatement 
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mais les dérivées C«, C s , . . . relatives à a dépendent de l'exposant n. On trouve 
aisément 

r ôr ~~ n r' ï -'\r) r a r \T ) 

^3? = »(» + ? /( 7 ) + »(* + «) ?7 /( 7 ) -t- V> 

j 

d'où 



-c, 


-flCH 


-c, 




-c, 


=(« + 


•l)C'-t-C", 




-c\ 


= (/» -1- 


-2)C*4-C", 




+ c, 


= n (n 


+ i)C + 2(/H 


-l)C'-+-C% 


-»-c; 


= (» + 


■l)(« + 2)C + 


2(/i + 2)C'-f- 


-c, 


— n(n 


4- -H 2)C ■ 


4-3(/i + i)(/iT3)C , -h3(/i + a)C , H-f/, 



On aura surtout à attribuer à /* les valeurs 3 et 4; il est facile de trouver les 
valeurs correspondantes de C,, C' t , ... et de les porter dans les expressions gé- 
nérales des H , . ., H*. Nous ne reproduirons pas ici le résultat de ce calcul 
très simple. 

165. Nous avons quelques indications à donner sur le calcul des quantités 
gï> jjp — Nous introduirons les quantités 

D7 1 * = (1 - - 2acos0 4- a*)~ s — - 6J 4- b} cos0 4- b) cos2 4-. . . , 

en supposant a < 1, et écrivant pour abréger b l s au lieu de 6"'. M. Radau a in- 
troduit les combinaisons suivantes des b 9 

A6j zzz &i-*6i- ! , 

A* bi - A b' s - a A bi' 1 = bi - 2 a b\~ 1 4- a 1 , 
) 



On sait que le rapport b\ : b l ~ % tend vers la limite a quand 1 croît indéfini- 
ment, de sorte que les quantités A, A 2 , ... tendent vers zéro. Elles décroissent 
même^en général, très rapidement, quand l'indice augmente, comme le montre 
le Tableau suivant, qui a été calculé pour Vénus et la Terre (a = 0,723 332 2). 



v - / / 
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/. A. A». A'. A*. 

t 

12 3455,835 55i,3a 67,84 5,43 o,i5 

13 9.951,619 45i,9o 53,12 4,o5 0,1a 

14 9.5o3,3oo 368, 3o 4 », 43 3, 01 0,08 

15.... 9.109,310 9.98,59 32,19 2,23 o,o5 

16 1766,646 240,92 24,93 i,65 0,04 

17 1471,390 i93,5i 19,^5 1,22 o,o3 

18. 1219,112 i54,8i 14, 83 0,90 0,02 

19 1005,195 123,37 j 1 , 39 0,66 0,01 

20 89.5,062 97,97 8,73 0,49 0,01 

21 674,336 77,55 6,68 o,36 0,01 



On a ainsi le moyen de vérifier les valeurs des coefficients b' s , car les A peu- 
vent être calculés directement par des formules analogues à celles qui four- 
nissent les b\. Mais l'avantage principal de l'emploi de ces combinaisons, c'est 
qu'elles se présentent naturellement dans le développement des divers termes 
de R", comme nous le verrons dans un moment. Quand on suit la méthode de 
calcul ordinaire, avec les b l s , il arrive souvent que le coefficient de l'inégalité 
est la différence très petite de deux nombres très grands, qu'il faut calculer 
avec beaucoup de décimales, circonstance qui rend le travail excessivement 
pénible. Or l'introduction des A permet d'éviter cet inconvénient en réduisant 
tout de suite les coefficients à leur vraie valeur. Les A jouent un rôle important, 
surtout dans les termes qui dépendent des excentricités. 

On sait exprimer les b\ par des séries hypergéométriques (voir notre t. I, 
Chap. XVII); on peut faire la même chose pour les A et les V. Ainsi l'on a 

-b\ t- a/ — — — r(s 9 s -4- 1, 1 -t- 1, a*) ; 

2 i .9., . . 1 

m y 

F(.s x h i — 1, i 4 f,a*); 

f 

2 



I 
2 



A£J 


— at. 1 — 


"il- 
1 


..(5+1- 
• -2 • ■ ■ l 


— F(a 


Vb'z 


-a' v 


? -v- 1) 
1 


m • • ^ S \ Êr 

• • • • £ 


-!»( 




a' 


s(s 4- 


- I ) . . . ( S 4- 






— a* y 




I ■ • • » £ 








s(s — 


- l). . .(S 4- 


-i-a) 


~~ U 


— OL*)' 




\ m 2 • • • £ 






a* 


s. . 


.($4-1 — 


M* 


~U 


-- «»)*- 


-1 


1 . 2 ... i 






a' 


s(s 


- 1 )...(.* 4 


-1-1) 


(i - 


a»)*'- 1 




I . 2 . . . i 






a' 


(*- 


1). . .{s -J- 


1 — 2) 



a 1 


1 


— a* 




a* 


1 


— a* 




a* , 


1 


-a* 



'i/ a' 1). . .(.* -4- 1 — 1) . • . *\ 



2 * (1 — a*)**- 1 1 .2. . . t 

1 _ . a' i...(i+i-i) r/ . , v 

T^n — ; F i-ij + a-M-u!,»' ; 

2 * ^ — a*)** - * i.2.../ 
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il en résulte les relations 



va; F (s — i , s -t- i, i i , a* ) 

/>i F (5, .v - * f / r- J , a- ; 

&b' s s — i F 1 » i 4- i , a*) 

A* * — i .v — 3 F(a\ .9 -u / - _ <>., i -f- i, a*) 

et Ton voit que les A successifs décroissent très vite, lorsque i est un nombre 
un peu^élevé. Il n'en est pas de même des V, qui sont en général du même 
ordre que les b. 

166. Nous avons dit que les A se présentaient naturellement dans le déve- 
loppement des termes de R". L'expression (9) de R" contient en effet les 
expressions 

1>*' I)-' ï)' ' i>'' 

Or, en écrivant, pour simplifier, r et V au lieu de f et V", et faisant -7 ■= a f 
les formules (12) donnent 

£7- r cosV — r' cosV— y*r cosV y*r cos(s/i — V), 
r) ~ r sinV — - r' sinV — y* r sinV -h y*r sin(a/* — V); 

on a ensuite 

1)î - , t _, . _ 2 r/-' ( 1 — y* ) cos ( V — V ) — 2 rr' y* cos ( V -+- V — 1 h ) . 

Si l'on fait 

D* -1 ha'- •*cecos(V — \ r/ ), 

on trouve 

r=[cosV— acosV— y* cos V -H yî C os(î?/i — V)][i a* — ^acos(V — V')h- aay 1 cos(V — V) 

— 2 ay 1 cos (V V — a A)]"* 

= [co 9 V-«cosV'-y'cosV., y ^ 

t 

de sorte que la partie de j^r* qui est indépendante des inclinaisons est égale à 

4. m 

cos V — a cos V 7 1 



1); 



— - (cosV — a cosV')^ H cos(iV — iV). 
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£2 r .-. 

On trouve de même, pour la partie de J)3 - qui est indépendante des 
inclinaisons, 

cos 2 V — i a cos ( V — V ) — a* cos* V 

_ 

= i [C0S2V- 2«C0S(V-f- V) ~r~ a* cos* V']^ b i cos(i V - iV). 

— » 

On a, en utilisant une transformation bien connue, 

-cosV Y £' fc cos(iV -/V) - y cos(V — i\ t- lV), 



i COSV'2 ^COS(#V /V) r= i 2 COS(V - - /V r £ V), 



00 



d'où 



cosV — acosV î 



l)f 2 



'2 a^cos(v-iv-,-iv'). 



On trouve de même 



f- 



C0S2 V -- 2a cos( V V) - u « 2 cos2 V i v 1 

__ 



' Y A Î ^ S C0S(2V-/V : lV')- 



Si l'on remarque que, d'après les formules (17), on a 



•1 <> » * a * 

1 "t 2 s 



on trouvera que les parties de r* et de - ^ - r J qui sont indépendantes des 
inclinaisons ont pour valeurs respectives 

« 00 

- A &°cosV -i- - V A £' 5 cos ( V-.-iV-hiV'J-h- -V V 6' s cos( V : 1 V - 1 V). 

2 j" 2 j 2 -j 



OS OD 

- A î 6Jcos2V-}- - y A ! ^ cos ( 2 V — « V -r iX') r- - y V 2 b' cos ( 2 \ i «V — lV 



On voit donc que, comme nous l'avions annoncé, les fonctions A#., V#., 

# "à? 

A a è' s et V 2 6' 4 s'introduisent tout naturellement; la transformation sera surtout 
2 i 
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avantageuse quand on aura à considérer l'un des arguments 

L — iL --f- t'L', a L — i L - f- /L', 

où * désigne un nombre entier positif. 

Dans le cas des planètes inférieures (r > r), on aurait, en faisan! a — ^ — ^ 



r 

-, -- acosV — cos V, 
r 



-2- /•'< > A&'_ C0S( V— M r- l \ ) 



-f- 90 

71 



— ao 



- A// J cos V - - Y AM cos (V - (V h- i Y ) 1 V V£' cos ( V 1 H • i V - * V), 



1 



— Yj 2 



D 



- y A*&' 5 cos(aV'-/V r i"V) 

90 

00 

- A'^cosaV'-r - V A*Mcos(aV'- iV : /V) 

a | a -2 



i 



-f- * 2 V*^cos(aV'-r-iV'-/V) 



2 

1 



On trouvera dans les pages 28-3 1 du Mémoire de M. Radau les formules qui 
permettent de calculer rapidement, de proche en proche, les valeurs des A, A 2 , 
V, V 2 , . . . # , ainsi que celles de leurs dérivées. 

On voit ainsi que l'on peut obtenir, d'une manière rapide et sûre, la valeur 
numérique du coefficient d'un argument quelconque de la fonction perturbatrice 
de la Lune, grâce aux simplifications indiquées, à savoir : 

i° La décomposition préalable des termes de R en groupes qui renferment 
certaines combinaisons des éléments lunaires; 

2° L'emploi d'une formule générale de développement par rapport aux excen- 
tricités; 

3° L'introduction des fonctions A, V des coefficients bi. 



167. 11 reste à en déduire l'inégalité correspondante de la longitude de la 
Lune. On y parvient aisément en se servant du procédé d'intégration que M. Hill 
a exposé dans son beau Mémoire, On certain lunar inequalities due to the action 
of Jupiter (As tron. Papers, t. III; i885). Ce procédé, qui repose sur la méthode 
de Delaunay, réduit le travail à quelques substitutions. 

Nous avons vu que, dans cette méthode, on considère six variables L, G, H, 
/, g, /*. On élimine successivement tous les termes périodiques de la fonction R' 
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qui provient de l'action du Soleil ; après les avoir épuisés, on conserve le terme 
constant qui est comme le résidu des opérations, et dont les dérivées, par rap- 
port à L, G, H, fournissent les mouvements / 9 , g et A des arguments /, g 9 h. Si 
alors on ajoute un nouveau terme périodique, provenant de R", que nous dési- 
gnerons par R,, les éléments devront satisfaire aux équations différentielles 

dL dR x dl . ÔR X 

— — 1 --*' /_ - — • • • • • 

dt dl dt dL 

Soient SL, S/, ... les accroissements des éléments, §/ , 8g et SA les varia- 
tions de / , g et h qui correspondent à $L, SG et §H. On aura 



dt ~~ dl ' dt ÔL 



(18) 

Posons 
09) 



ddL dft t dàl dR } 

~ot n — —. -- , 
dl 



\ R! Acos0, 

î -il Ch \-ct-\-q, 



où nous représentons par et -h q la partie indépendante de la Lune qui renferme 
les longitudes des planètes, et soit 

M il -\- i'g {- i'h -\- c 

le mouvement de l'argument 0. On pourra prendre finalement 
Les formules (18) et (19) donneront 

<5Lr= ^R„ aG-r^R,, oïl ^R„ 



d'où 



da 
dL 



• 


R R " 


oïl 








., da da \ A 
' Oii 11 M) M 


cos#, 




., dl« .. dl„ \ A 
' d(l àl\) M 


COS0, 





ô/, ~ : ( «' 3£ - - ) cos 9, 6g,-..., 5A„ 



On aura ensuite 



dil <)A , 

dt dl™ ' 



d.V da d\ de d\ dy 
dL da' dL 1 de dL dy dL 
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En intégrant, il vient 



*, f -àh .,dl >„àij\ A . a dk sin0 - 



d h — . . . 



Les coefficients •• -, 4^ et^> •••> qui entrent dans ces formules, 

oL on oL âïi ^ 

peuvent d'ailleurs être calculés une fois pour toutes, a l'aide des séries don- 
nées par Delaunay(t. 1, p. 834, 857; t. II, p. 237, 799). M. Hill en a déterminé 
les valeurs numériques en ajoutant les compléments probables, obtenus par 
induction, quand la convergence des séries était insuffisante; nous ne reprodui- 
rons pas ces valeurs numériques. 

Pour établir les expressions finales des perturbations cherchées, M. Hill intro- 
duit, à la place de M, le rapport^ = [x, où n = l -h g -h h représente le 

moyen mouvement définitif. L'inégalité de la longitude est proportionnelle à (x 2 , 
si la période de l'argument est très longue, et, par suite, [x très grand. 
On pose 



et si Ton reprend maintenant la lettre L pour désigner la longitude moyenne, 
on trouve 



oa 



(2 , o 1 35 i — o , 003329 i' -f- o , 000084 i n ) B cos 0, 



a 

de - (19,207/ --19,238 i'-i o,oo32*")B cos 0, 
èy ™ (0,001 4* •+• 5,5674*' — 5,5899i*' r )B cos#; 

[~( — 3,ooo4* -f- o,o566i£ v — 0,01 i3i i")u~\ 

l — 2,OIOoX 4- 0,3447^'-+- 0,47I9^" J 

J fc |~(— 3, 1 i56e 4- 0,06208e 7 - o , o366o ) al 
(21) - o/z^ ' r BsinG, 

j L - 2,oi34X- 34 9 , 84X'- o,o3i3X* J 

[~( - o,o368o/ }- 0,02921 i! — 0,00376^)^1 
h -- - \ B s'mO; 

L t- 0,00008 x — 0,05877 >/ i- 124,54)/' | 



on a déterminé X, X' et X" par les formules 

(22) fl-r-:--/.A, e-- -A'A, y— -rA. 

oa de 1 ôy 

M. Radau a employé avantageusement une modification de ces formules, en 
faisant usage du rapport 

n' 35/18*, 



INÉGALITÉS PLANÉTAIRES DU MOUVEMENT DE LA LINE. 38p 

qui représente (au signe près) la période de l'argument 0, et qui est treize fois 
plus petit que fx. Il pose en même temps 



et trouve 



| - (o , i 490 1 / - - o , 000246 H — o , 000006 F ) P cos 0, 
(20 bis) i 



ûe - : (1 , 421 5*' - I ,/j238i v -i- 0,00024/') P cos 5, 
Sy (0,00010/ -1 o,4i2o3/ v -- o, 41370/" )P COS 3 ; 



6L - 



[( - 3 ,0,576/ -} o,o56oi /' - 0,01 1 24/ v )/>l 
PsinO 1 , 
- 0,14876^ f-o,o255i>.' y- o,o3492>/' J 

[( - 3 , 08 iG / f o , 06 1 42 /' - - o , o36s 1 /" ) pl 
— O, l490I A — 25,891 A' - 0,00232/." I 

[( - o,o364i / -}- 0,02890/'— 0,00372 i")p~] 
P s >"^- 
-f - o, 000006 X — o,oo435X' -f- 9,2169)/' J 

Pour avoir l'inégalité SV de la longitude vraie, il faut substituer les pertur- 
bations des éléments dans l'expression de Y, et il suffira généralement de se 
borner aux termes principaux, en faisant 

(23) V — L h- 2e sin/ -t- o,4i e sin(2 D — /), D : = L — L'; 

par conséquent, 

3V — $L -h ôe[2 sin/ 4- o,4i sin ( 2D — /)] -t ie cos/ dl - o,4i e cos(2D — /) (2 SL — SI). 

Dans les applications courantes de ces formules, le coefficient A contient le fac- 
teur a 2 ou a 3 , de sorte qu'on a X = 2 ou X = 3, en faisant abstraction des modi- 
fications que les perturbations solaires apportent aux éléments de la Lune. 

Lorsque A renferme le facteur e ou e 2 , on a X' — 1 ou X'= 2, à peu près, et 
comme, dans les formules (21) et (21 bis), 0/ contient X' multiplié par un fort 
coefficient numérique, il peut en résulter une perturbation sensible de l'élé- 
ment / et, dans Y, une inégalité à courte période qui accompagne l'inégalité 
cherchée, dont l'argument est 0. 

168. L'action directe des planètes sur la Lune provient de la partie R" de la 
fonction perturbatrice; elle dépend en première ligne, d'après la formule (9), 



du facteur m' 7 Les formules introduisent le facteur 



rr 1 m" 



m"-,- - n'*a* (planètes inférieures), 

a * m 
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ou bien 



a- m 



m r --„- - a 3 n'* a* (planètes supérieures). 



a 3 m 



En multipliant ensuite par 206265" pour convertir en secondes d'arc, et dési- 
gnant par oïl le facteur ^> ou m , a 3 , on trouve : 



Mercure 3ÏL — 0,0389 

Vénus o,5i57 

Mars 0,0194 

Jupiter 1 , 3975 

Saturne 0,0679 



On a, d'ailleurs, 



n' n'* 1 

- ---o,<>74'*o, -- — o,oo5535 - - 
n /i* 180,0 



Pour tenir compte des perturbations solaires, dans R", le plus simple sera de 
substituer pour r, V leurs valeurs troublées. On prendra donc les expressions 

(non transformées) de V et de données par Delaunay, et Ton en déduira 

celles de r*, r 2 COS2V, r 2 sin 2V, 

On trouvera, par exemple, avec une approximation suffisante, en faisant 



n' 

m — — » 

n 



^1 _,f3 a - ...sfa-y, 

à 1 a % r \ r j 

d -1 - : m* 4- - E -m t e t f- m'ecos/ 
rt 2 o 04 

- ^2m ! -i- f- ^m'e'jcosaD - m - ^^~ m ^ e * cos(2D - 2 1) r .. . 

De même 

S j^cos( 2 V- -2V-: \)J -™m*ecos(/ - A) ~^ m -f- ^-m«)ecos(/4-A) 

-!- ^m'~ m***^ cos (2D -f- A) 

■ 

23- 

— - m^ 1 cos (2D — 2/ -:- A) : .... 
128 

Ces expressions nous seront utiles dans la suite. 

La partie R' de la fonction perturbatrice est la source de l'action indirecte des 
planètes, de leur action réfléchie par le Soleil, car elle se traduit par des per- 
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turbations des coordonnées r', V, U' (rayon vecteur, longitude et latitude du 
Soleil). Nous prendrons ces perturbations dans les Tables de Le Verrier. 

169. Pour évaluer l'action indirecte d'une planète, il faut donc introduire 
dans R' les inégalités §r', SV etSU', en posant 

Rappelons, d'ailleurs, que, dans les Tables de Le Verrier, les arguments ren- 
ferment la longitude moyenne de la Terre, qui est désignée par /", et qu'il faut 
augmenter de i8o° pour avoir celle du Soleil. 

En faisant abstraction de oU', et considérant la première ligne de l'expres- 
sion (8) de R' comme une fonction de V — V qui a en facteur -',-> on peut faire, 

(24) ÔR'rr: - 3R' - ™ ÔV. 

L'action indirecte est, dans certains cas, beaucoup plus sensible que l'action 
directe. Considérons, par exemple, le premier terme " l -' â de la formule (8), on 



aura 

dR ê 



ou, plus simplement, 

olV— — 7 n ,% a* - -. , 



i\ a 



de sorte que les inégalités qui en résultent apparaissent comme des perturba- 

àr' 

tions du rayon vecteur r. En prenant dans les Tables - =• A cosO, on trouve 

àR'_ yn'*a*AcosQ; 

par conséquent, en vertu des formules (21), dans lesquelles on doit faire 

i — i' = i" ~ o et X 2, 

n' 1 

oL 3 a — r A sin£, 

r fl- 
ou, bien, par les formules (21 bis), 

3 2 
ôL — - x o, 1A876PÀ sinO : - pAsïnQ. 
a r 9 

En supposant que la période est très longue, et que or' dépend principalement 
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de Sa', on aura encore, à peu près, 

3 

(25) ôV- - * pk sin6; 

2 

en comparant les expressions précédentes de oV et de SL, il vient 

(26) ÔL -3V - -o,i5ÔV. 

Quelques mots d'explication sont ici nécessaires : on a 

/•' a'(i — e' cos/'-t- . . . », 
V L' -f- n'dt-^r it-'sin/'-t-. . ., 



d'où 



Ar' 

o/* o« -f- - -, oe -1... , 
de 



oV oL'+f on' 



dt 7 oc 

Oe' 



Si oe\ . . . n'interviennent que très peu, nous supposons que l'on peut prendre 

or' -z oa' - - A a' cos 0. 



On a ensuite 



d'où 



3 on' o on 

, -t — = o, 



3 

ô/i' ~- — n'k cos#, 
2 



/' s , , 3 /l'A . 3 . . , 

on al - - - — - siii y - — /> A sm 7, 
2 M 2 



ÔV •_ - n\ s i 11 0, 
2 ' 

ce qui est la formule (25), laquelle serait en défaut si l'inégalité or' provenait 
surtout des perturbations de l'excentricité et du périgée du Soleil. 

On pourra donc, d'après la relation plus ou moins empirique (?-G), se faire 
une idée de l'importance probable du coefficient de l'inégalité de L, en divi- 
sant par 7 celui de l'inégalité analogue de la Terre. 

Pour en montrer l'application, cherchons le coefficient de l'inégalité, due à 
l'action indirecte de Vénus, qui dépend de l'argument i3T — 8V. Les Tables 
donnent, pour la Terre, 



ôV - h i", 9 2 sin(i3T-8V -h 182°); 
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on en conclura 

SL— -o ff ,29sin(i3T — 8V-+- i32°). 

Delaunay trouve, pour la partie qui provient de l'action indirecte, 

àL - . - o",2 7 sin (i3T - 8 V i38°) ; 

l'accord est très satisfaisant. La partie qui dépend de l'action directe de la 
planète est à peine sensible; le coefficient est inférieur à o",oo4. 

170. Pour calculer d'une manière plus précise les inégalités dont l'argument 
ne renferme pas /, g, h(i = i' = i" ~ o), nous aurons à considérer, pour l'action 
directe, le terme 

4J) 3 ~ 4»f 

où DïL représente le facteur numérique ~ ou ^7 a 3 , exprimé en secondes (voir 
le n° 168), et D, le radical 



y 1 -h a 2 — 20c cos(V — V); 



r'3 ^"3 



> • et Cl 

on a remplacé par l'unité le facteur ^ ou ^> parce que, dans la formule géné- 
rale qui sert à développer ~ , les dérivées C, , C 2 , . . . sont finalement remplacées 
par les dérivées C, C", . . ., qui ne dépendent que de a (voir le n° 164). Dans un 

calcul rigoureux, il faut ajouter à ^ les termes en y" 2 , les perturbations so- 

laires, etc. 

Pour l'action indirecte, nous aurons 

<ÎR' = - y m 1 ' jf^L dr'^-y n'^a^i + W cos/') - 

4 /•'* 4 « 

Le facteur r 2 — 3s 2 a été simplement remplacé par a 2 ; mais l'expression 
plus complète a 2 (^i — 6y 2 4- | e 2 ^ nous servira maintenant à déterminer les 
coefficients de §L et S/. En y appliquant la formule (22), on a d'abord 

et par suite, dans l'expression (21 bis) de SL, le facteur 

^1 — 6y'-f- ^ e*^ f— 0,2975 4- 0,08e 2 — 0,42 y*) = — 0,2960; 
T. - III. 5o 
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puis, toujours parles formules (21 bis), 

dl 0,2980-4-77,672* — o,o3y* 

ÔL 0,2975 — 0,08e*-}- 0,427* ~~ '"^' 

On aura ensuite, en remplaçant l\e' par ^> 



R + ÔR = 4 n a L3DÎ <?" \ Î5~ / J " 

3 

Supposons le coefficient de — ^ rï*a* mis sous la forme 

(27) — + — r -\ z= t .l 3 cosô-Hell 9 / sin0 = e A î ,cos0--cil>'cos(0-h9o o ); 
on aura, d'après les formules (21 bis), 

<5L = -4- 7 n' ï a î x 0,2960 ( ~~: sin0 — cosfl Y 

(28) ôL= -/;(Jl>sin0 — -A>'cos0). 

Donc, ayant obtenu le développement (27), on en tirera SL en le multipliant 
par - et changeant cosO et sinO en sinO et — cosO. 
On aura encore, à très peu près. 



et, par suite, 



<$/=i,8<$L, <?a/= — 3L, <$e=:o 

10 



aV=.3L + - (2cos/dL). 

ÎO 



L'inégalité concomitante, à courte période, qui provient du produit 2C0s/§L, 
et qui a pour argument =h/, s'obtient donc en divisant par 10 le coefficient 
de SL. 

171. Proposons-nous de calculer l'inégalité de Hansen, qui a pour argument 
/ -f- 16T — 18V; elle provient de l'action directe de Vénus, donc de R". 
La première ligne de R" contient, comme on l'a vu, les parties 

3 3 

D'après les formules (i5), l'argument / tout seul ne peut se trouver que dans 
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la première partie r* — 3s a . On a d'ailleurs 

/•* — Zz- — /•* — 6y'(i — y*)(i — COS2i')r*, 
^ =: i — 2e — g e'-h. . cos/: 

donc 

r* — 3s* = . . . — 2a* — 6y 2 — g e* -f- 6y*^ ecos/-H. . . . 

Il en résulte 

R' = - I m^e (, - 6y« - J e» + 6/) cos / (± - ^ ) . 

On a ensuite 

D* = /'* -h r* 1 — 2/*'r*(i — y' 1 ) cos(V — Y*) — 2/*' r* y"* cos ( V -h V f — 2 A' ), 
Ç zzar 1 ^' - i/^sin(V — A f ). 

En posant, comme plus haut, 

DJ = i — aacos(V' — Y") -*-aS a= ~, 

on trouve 



D* = r'* [D 1 2 «y 1 '» cos ( V — V ) — 2 ay'« cos (V'+V'-aA 1 )], 

_ j_ a cos ( Y' -h Y' — 2 A' ) — cos ( V - Y' ) 
D»"~"D} ay D\ 

11 en résulte, en négligeant y" 4 , 

R" =— i m* — 6y' — i e* -+-6y 4 ^ cos/ 

r 1 o », cos(V'h-V"-2A")-cos(V- V") fi , ff4 COS(2V" — 2A")-ll 
X [nj + 3ay- — i * + 6«« 7 « — i p; J- 

Pour avoir les termes de la forme voulue, on pourra se borner à 

R ' = - 5 m °« % y* e - ^ - g e : 4 - 6 y*) 

, cos ( V +- V" 2 A* ) -h 2 a cos ( 2 V"— 2 A*' ) 
x cos/ — ^ 

à 1 

Nous négligerons e' et e", et nous trouverons, en remplaçant m" ^ et y" par 
leurs valeurs numériques, 

R" = — o*,ooo *fy]n!*a* ^1 — 6y*— g -t- 6y*^ 2ecos/ 

x [cos(L'-hI/ — aA f ) -4-a«cos(aI/— *A f )] 26^cos(iL— iL') 
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Pour avoir les termes cherchés, il faut donner à i les valeurs 16 et 17; il en 
résulte 

R"r=_o ff , 000 247/1"^ (1- -6y J — g e' + ô/) aecos/Q b^ 4- a&j 6 ) cos(f6L'- i8I/-h 2 h'), 
W ——o" 9 oooi[ Kl n^à l e(^-^— ~ e»-}- (î *l. 7 1 a6 f) cos(/-m6L'— i8L"4- 2/1"), 

puis, en remplaçant />! fl et è! 7 par leurs valeurs numériques, 



2 



R* ~ : — o\ 00 1 33 n f * a} ecosQ, 
9 _-=/4-i6L'-i8L"4-2/?\ 

Nons avons omis pour un moment le facteur 1 — 6y 2 — g^-t-Gy*, lequel 
diffère très peu de 1. Nous aurons donc, pour appliquer les formules (21 bis), 

P — o",ooi33/?e — 0^,0199, p — — 273, 
i — 1 , i ' — i" — o, /. ■= 2, X' — r , V — o. 

Il vient alors 

èL sr -i6",5sinfl. 

Les parties qui dépendent de e' 2 , e'e\ e"' 1 sont beaucoup moins importantes. 
Delaunay trouve en définitive {Additions à la Connaissance des Temps pour 1862) : 

<ÎL=--i6",668sin(/4-i6Z' -18/" 144°43',5) 
— i6',668sin(/4- 16L' - 18L" -h i49°3i',6 ). 

J'ai montré (Comptes rendus , 6 juillet 1891) que, si l'on tient compte de y"\ 
on trouve un complément soustractif qui dépasse i",6. M. Radau a repris mes 
calculs, et il a vu que, pour tenir compte de y' 1 , il faut multiplier l'inégalité 
par 1 — 0,1037; il faut l'augmenter de 0,0070 pour avoir égard aux termes 
en y" 6 . 11 s'ensuit que le coefficient de cette inégalité doit être diminué de 
i",5$5. Il faut aussi tenir compte des termes en y"V 2 et y"V 2 , qui donnent 

— o",444> et du facteur 1 — 6y 2 — |e a , omis par Delaunay, qui entraîne une 

nouvelle correction de — o",2o6. L'ensemble de ces corrections représente 

— 2", 25. Le coefficientde l'inégalité à longue période qui dépend de /-f-i6T— 1 8 V 
se réduit ainsi à i4">4; la période est de 273 ans. 

172. Cherchons en second lieu le coefficient de l'inégalité dont l'argument 
est i3L' — 8L" et qui provient de l'action directe de Vénus. Elle a aussi son ori- 
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gine dans le premier terme de R", 



m 



[il f± _:*JL 2 \ 

4 \D S D 5 / 



En opérant comme précédemment, on trouve 



m'r'r i cos(V'-i-V"-2/0-cos(V'-V) , cos frV- ih») - i ~\ 

""47^LC] ^ b» h y ïïf J" 

Nous remplaçons m" par Wn' 2 a'* f r par a et, en ne conservant que les termes 
utiles, nous trouvons 

a'Vacos(V' + V'- ih") -\- 2a«cos(2V — 2/i') 



D; 



L'inégalité doit être de Tordre 1 3 — 8 = 5; comme R" contient déjà le fac- 
teur y" 2 , il y aura à considérer les nouveaux facteurs 



Nous n'aurons égard qu'au premier. Il faudra considérer le terme général 

£' 6 cos(/V— iV), 

ce qui introduira les arguments 

(i±i)V- (i i)V\ /V- (t + 2) Vzp 2//, 

qu'on devra combiner avec l'argument 3/' qui s'introduit par les formules du 
mouvement elliptique. On voit immédiatement que, pour avoir un argument 
final de la forme cherchée, il faut donner à i les valeurs 9 et 10. On aura donc à 
considérer le produit 

p| cos ( 9 V — 9 V" ) -f- 6|° cos ( 1 o V ' — 1 o V ) | [ a cos ( V +- V - 2 h") + 2 a J cos (2 V" - h')] 
que l'on réduira à 

Q a&j-t-a 1 ^ cos(ioV'-8V"-2/i / '). 

Il viendra ainsi, en remplaçant y" 2 P a *' sa valeur numérique, 



R" = </,ooo3.ii /i"« 2 J xb\ -1- « 3 ^°J cos(ioV - 8 Y"— 2/*'). 

On pourra appliquer la formule générale du n° 164, en y écrivant 



a', e\ V y a\ e\ l\ 



398 CHAPITRE XVI11. 

au lieu de 

a, e, l 9 a! 9 e', /', 

et prenant 

— ioL'-8I/ — 2/1". 
On aura à considérer, dans la formule citée, seulement le terme 

H,<?' s cos(ioL'- 81/- 2 A'+3/'), 

avec cette valeur de H 3 , 

/Joo-hi5o-t-i3 r 400 4-90 -h 3 r n r i r 
U 3 =io ^ C Ct+^C,- ^c a 

_a8i5 ^3 11 1 r 

W3 -~T7" L ~76 Ll+ 8* Lt ~48 U ' 

Les formules du même numéro donnent, pour n = 3, 

C î =i2C-+-8C , h-C% 
— C 3 =6oC-+-6oC'-h i5(7+-C; 



il en résulte 



On a ensuite 



_ i6549 p 689 p/ 27 1 



rt—„dC> rv*__„3^ 3 ^ 



d'où, en remplaçant G par sa valeur, 

■■= Tff 2 [ï- , , + * , *r] 

ib |_a a« 2 I rfa I J 

T cPb\ db\ cPbl" db\o 1 

+ Te L^'-^-^-i^^^^^^ ^^Yj 

A - a *^ + -«'-^V ^ a5 -Tl- +- 6a *-^ -r--*-6a»-^L 
48 [2 rfa 8 2 rfa* <7a J e/a 2 cta J 

, 20845 , 10 799 f 29 , 4 1 , 4 



ou bien 
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3 

Cette valeur de H 3 , multipliée par le facteur ^ que l'on a englobé plus haut 

dans le facteur numérique, donne identiquement le coefficient que Delaunay 

désigne par B 7 (p. 28 des Additions à la Connaissance des Temps pour i863). 

Avec les valeurs numériques de a, b\, b iQ et de leurs dérivées successives, on 

1 2 

trouve finalement 

On peut appliquer la formule (21 bis), en y prenant 

p— — 23g et \ = 2, 

ce qui donne 

SL =— 0,296^ x 1 i",9e' 3 cos0, 

3L = + o\ 0039 si n ( 1 3 L' — 8 L ff -+- 272 ) . 

Les termes qui dépendent de ^ 2 e' 2 e n et de y" 4 *' sont, numériquement, de. 
même ordre que celui-ci; mais les autres, qui dépendent de e'\ é h e", ... sont 
beaucoup plus petits. En somme, l'action directe de Vénus ne produit qu'un 
efFet négligeable, car le coefficient définitif ne surpasse pas o",oo4. 

173. Considérons encore une inégalité, signalée en 1877 par M. Neison, et 
calculée plus tard avec précision par M. Hill, qui dépend de 2gt — 2J. Pour ce 
qui concerne l'action directe de Jupiter, cette inégalité provient de la seconde 
partie de R", 

En se reportant aux formules (1 5), il vient 

R"= | m"(i — 2y') cos ( 2 1> -h 2A)^-_^- / J sin(2^ 4- ; 

d'où, en ayant recours aux expressions (16) de^ gj^C 2 ^" 1 " 2 ^)» e * ne conser- 
vant que les termes en 2gt = ig -+- ih, 

1 5 cfl 
R"=z m"(i — 2 y») -g,- [(£* — ri*) cosam -h 2& sin2Gj]. 

Si l'on néglige provisoirement y" 2 dans les expressions de £ et yj, il vient 

R" = ^ m ^i_ 2 y*)^[r , *C0S(2V , -2m)— 2r^^C0S(V'+V ff -2W)4-r^C0S(2V v -2W)]. 



I 

! 
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r' 

On a, pour Jupiter, on = i", 3975, et, en posant —„ = a, on trouve 



R'=i' 9 3ioi{i — 2y*)n'*a*e*-p r - ~ l)f 

d n 1 

d'où, en faisant T/ > =1, et remplaçant ^ par son développement, 



cos(2 V — im) 

— — — j 



4-ao 



R'' 1 ", 3 r o 1 ( 1 — 2 y 2 ) /i' 2 a* e 2 A 2 ^ cos ( 2 V — - h 1 V' - 2 m ) . 



Si Ton ne retient que les termes qui répondent à * = o, 1 = ziz 1 , il vient 



R" - i\3ioi (1 - 2y*)rc' 2 a 2 e 2 TA 2 b* cos(2V"- 2 m) -h A 2 b[ cos(V"-h V — 2 m) 

L 1 ï 



hV* 6* cos(3V" - V -2cjJ. 



M. Radau développe cette expression par sa formule générale; il introduit 
alors les arguments 

2 L"— ira — 2 J — 2 ci, dont le coefficient est fini, 

1/ h L' — 2gj -i- r — /' — 2 J — us — bj% ) 

[ qui contiennent e' et e". 

Remplaçant finalement gj'- gj" par sa valeur numérique, il trouve 

R"— n ,% a* e 2 (i — 2 y 2 ) [2", 7326 cos(2sj - 2 J) - o",oo26 sin(2GJ — 2 J)]. 

Il tient compte aisément de y" en modifiant légèrement le coefficient de 
cos(2ta — 2J), et le remplaçant par 2", 7317. 

Il reste à déterminer l'effet des perturbations solaires. Jusqu'ici, en effet, on 
a considéré les éléments de la Lune comme elliptiques, tandis que, avant de les 
substituer dans R", on devrait tenir compte des modifications qu'ils éprouvent 
par le fait de R'. Celles qui proviennent des facteurs œ 2 — y 2 et xy ont pour 
origine le développement de r 1 cos 2V, dont nous n'avons d'abord retenu que le 

terme -Ecosse*. Or les formules du n° 168, en y faisant A — 2T = 2V, don- 
nent directement 



*(S cos2V ) 



23 7 2 *' 2 

120 H 1 
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de sorte que l'on a finalement 

- e* cos2gt 5- e* — C0S2BJ — - e 2 cosanr i — 77-^ — =■ ; 

2 128 //* 2 \ 020 



il suffit donc de remplacer e 1 par 



\ 320 /i* / 



ou le coefficient 2", j3ij par 



2", 732 — 2", 02 — 



Considérons enfin le terme suivant de R" 

-7T- — -,—„\ b\ cos(2L'— 2L") — o",o5i7/i' , /- î COS(2L'— 2Ï/). 

41) 4 a j 

Les formules du n° 168 donnent encore (puisque 2D - 2/= 2gt — 2L') 

stt t\ (fâ *' 801 T , 

,(/ > = VT 77 + 32" ^«■«'cosfaw-aL'), 

et, cette expression étant mise à la place de r 2 , le terme en question devient 

/ n ' n '*\ 

H-( o\i45 — +-o",647 n £ J /i'^e'cos^cj — 2J). 

En ajoutant ces perturbations solaires à l'expression primitive de R", on trouve, 
pour l'action indirecte de Jupiter, 

\Y n'* a* e 1 j^2", 7 32 - 5», 46 y 1 -h o",i45 ^ - i^3 7 — ^ cos(2*j — 2 j/j 
— o",026 sin (2 — 2 J). 

11 faut calculer ensuite l'action indirecte de Jupiter, qui donne 

dR' — n'* à 1 e 1 ^o",267 — o^aôy*- - o",o5 cos(2w — 2 J) h 0^,006 sin (2 xn — 2 J). 

On a, finalement, en réunissant les deux effets et négligeant le très petit terme 
en sin(2t3 — 2J), 



R = n'^cPe 1 (2", 999 — 5",72y î -+- o\i45 — -- i" r ,42 — J cos(2cj — 2 J). 



T. - III. 



5i 
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Il ne reste plus qu'à appliquer la formule (21 bis) y en prenant 

R = A cos0 = A cos(2/i 4- 2g — 2 J), 

I = 0, Un M = f- 203", 58, p~i7»"»,429, 

e = 0,05/187, ymo,o45o. 

« à\ e dA %/r y <JA 

A — — — — 1 ,oq8, // - v -3- - - 2, A = — = - 0,0077, 
A ôa y ™ \ de 9 A ' y/ 

P--?/\-o\i56o, 

et les formules donnent 

ne — — o", 4^67 00s ( — 2.1 ), 
t» ni — . — o", 44o8 sin ( 2 st — ■>..! ), 

oL.- f- 0%2062 sill(2GT - - 2.1), 

d'où, finalement, pour la perturbation de la longitude vraie de la Lune, 

3V — +- o", 206 sin ( o.m — 2 J ) — o", 888 sin ( / -\- 2 w — 2 .1 ) — o", 1 86 sin ( / - - 2T + 2 J ). 

Il y a donc une inégalité de o", 2, dont la période est de 17", '|3, par consé- 
quent voisine de celle du nœud (i8 a ,6), et une inégalité concomitante, à courte 
période, dont le coefficient atteint o", 9, comme Ta trouvé M. Hill. 

M. Neison avait cru que les deux coefficients devaient être respectivement de 
2",2o et de 1", 16, et il avait pensé que l'inégalité à courte période pouvait expli- 
quer l'inégalité empirique de découverte par M. Newcomb, en 187G \votr 
Nevill, The Jovian evection (Mont hly Notices, mai 1890)]. 

Dans le but d'utiliser les observations d'occultations d'étoiles par la Lune, 
faites à l'occasion du passage de Vénus de i8;'|, >I. Newcomb {Investigation of 
Corrections to Hansen s Tables of the Afoon, Washington, 1876) entreprit une com- 
paraison méthodique des Tables de Hansen avec les observations de la Lune 
faites à Greenwich et à Washington, de 18G2 a 1874. En attribuant une partie 
des erreurs à l'influence de corrections variables de l'excentricité et du périgée, 
il a pu déterminer treize valeurs de ces corrections. Leur marche très nette 
indiquait une période de quinze à vingt ans dans e et gt, ce qui fut confirmé 
dans la discussion d'observations antérieures à 18G2. M. Newcomb a trouvé 
pour l'inégalité correspondante de la longitude 

oV - i",5sin[M- 2i<\f>(/ - 1 865,0]. 

M. Neison eut l'heureuse idée d'attribuer l'inégalité à l'action de Jupiter; mais 
ses calculs étaient inexacts, comme on l'a vu plus haut. 



174. Delaunay, dans ses deux Mémoires sur les deux inégalités de Hansen 
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considérées plus haut, a eu égard aux perturbations solaires des éléments de la 
Lune. Si Ton ne considère, dans la formule (g), que les termes de la première 
ligne, on voit qu'il faut obtenir les expressions troublées des quantités 

3 c*, x- — j" 2 y xy, xz t yZj 

ce qui se fera en partant des expressions elliptiques des mêmes quantités, et y 
introduisant les modifications obtenues par chacune des opérations de Delau- 
nay. On n'a, dans chaque cas, à considérer qu'un certain nombre de ces opéra- 
tions, et l'on voit facilement celles qu'il faut retenir, afin d'avoir des termes de 
la forme voulue. Il en résulte, néanmoins, une augmentation notable dans la 
longueur du calcul. II est vrai qu'on pourrait utiliser directement les valeurs 

troublées de - et de V, comme nous l'avons fait plus haut. Les nouveaux termes 

modifient peu les anciens; donnons-en une idée : Delaunay a trouvé pour l'une 
des parties de l'inégalité en /-+- 16/' — 18/" 

K ( 8 , 755 4- 6 , 007 m — 49 > 824 m* — 61 , 733 ni 1 -h 386 , 2 1 m % ) 
x sin(/ -f- 16/'— i8/*4- iôgj'— i8gj"4- 2/*'), 

ce qui, réduit en nombres, donne pour le coefficient du sinus, 

-h 1 y y 858 -f- o",882 — o",5o5 — o",o47 + 0^,022. 

On voit toutefois que la convergence de la série en m parait peu satisfaisante; 
on est en droit de se demander ce qui arriverait pour les termes en m 5 , m , 

175. II convient de donner quelques détails historiques sur le calcul des iné- 
galités à longue période, dans le mouvement de la Lune. 

Laplace avait remarqué (Mécanique céleste. Livre VII) que le moyen mouve- 
ment déterminé par la comparaison des Tables avec les observations de la Lune 
antérieures à Bradley était plus grand que celui que l'on obtenait avec les obser- 
vations postérieures à Bradley; le contraire aurait dû avoir lieu si l'accélération 
séculaire avait été seule en jeu. Laplace en avait conclu « à l'existence d'une 
ou de plusieurs inégalités à longues périodes que la théorie seule peut faire 
reconnaître. En l'examinant avec soin, je n'ai remarqué, dit-il, aucune inégalité 
sensible dépendante de l'action des planètes. » 

Laplace avait bien trouvé des inégalités dépendantes de l'action des planètes, 
celles dont les arguments sont V — T, T — M et T — J; mais leurs périodes 
sont courtes. Convaincu que cette action ne pouvait pas donner naissance à des 
inégalités à longue période, il avait été amené à faire un nouvel examen des 
inégalités causées par le Soleil. Il avait signalé celle qui a pour argument 
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gt ■+- ih — 3gj', dont la période est de 184 ans, et il l'avait déterminée empiri- 
quement, 

i5%39 sin(sr -+- 2 h — 3bj') ~ i5",39 sin[i73°26'-+- i°57',4(' — 1800)], 

de manière à représenter les valeurs de la longitude aux six époques 

1691, 1756, 1766, 1779, 1789 et 1801; 

la représentation était très satisfaisante. 

Nous avons vu (p. 160 de ce Volume) que le coefficient de cette inégalité 
est nul, au moins dans la première approximation. Delaunay {Comptes rendus, 
t. XLVII, p. 8i3; i858) a fait remarquer que, dans la seconde approximation, 
on peut obtenir l'argument gt -î- ih — 3xs' f en combinant deux à deux les argu- 
ments considérés dans la première approximation. 11 a fait le calcul en tenant 
compte du carré et même du cube de la force perturbatrice, et, dans sa très 
courte Note, il dit qu'il a trouvé le coefficient de l'inégalité en question infé- 
rieur à o",oor, par suite absolument insensible. 

Hansen énonce la même conclusion, mais il n'a pas publié ses calculs. 

Quand, en 181 1, Burckbardt construisit ses Tables de la Lune, il réduisit 
l'argument à us -f- 2A, omettant 3gt' sur l'avis de Laplacc, qui avait sans doute 
modifié ses idées et attribuait maintenant l'inégalité à la différence d'aplatisse- 
ment des deux hémisphères terrestres. Burckhardt modifia en outre le coefficient 
et la partie constante de l'argument; il adopta 

i2",5 cos[i 1 i°57'-h 2°o'45(J — 1800)]. 

Nous avons vu (p. i58 de ce Volume) que l'inégalité ayant pour argument 
xs ih doit être insensible, en tant qu'elle provient de la figure de la Terre. 

176. A propos de la découverte, faite par Airy, d'une inégalité à longue 
période dans les mouvements de Vénus et de la Terre, ayant pour argument 
8T — i3V, et pour période 240 ans, Poisson remarqua qu'il en devait résulter 

dans l'excentricité de l'orbite terrestre, et, par suite, dans e ^ contenant l'in- 
tégrale J e' 2 dl^j un terme à longue période qui serait l'inégalité de la longitude; 
mais il trouva que le coefficient de cette inégalité devait être au-dessous 
de 7— • 

Peut-être convient-il de rappeler, au point de vue de l'histoire de la Science, 
que l'inégalité à longue période découverte par Airy dans les longitudes de la 
Terre et de Vénus lui avait été révélée par une longue suite d'observations du 
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Soleil, comparaison faite dans le Mémoire On the corrections ofthe éléments of 
Delambre's Solar Tables, publié dans les Philosophical Transactions pour 1828, 
et qui mettait bien en évidence une inégalité de cette nature. Airy avait été 
ainsi conduit à rechercher par la théorie cette inégalité, qui est du cinquième 
ordre et assez difficile à calculer. 

C'est une belle découverte d'Airy qui a mis d'abord l'inégalité en évidence 
par les observations et en a fait connaître ensuite la cause théorique. 

Un autre Mémoire d'Airy a provoqué la découverte d'une inégalité lunaire à 
longue période, très importante [Corrections of the Eléments of the Moon's Orbit, 
deduced from the Lunar observations made at the Royal Observatory of Greenwich, 
from ij5o to i83o (Memoirs of the Royal astronomicat Society, t. XVII)]. Voici 
les corrections trouvées par Airy pour les longitudes de la Lune, obtenues en 
combinant les théories de Damoiseau et de Plana : 
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Ces corrections venaient confirmer la conclusion de Laplace, relativement à 
l'existence d'une ou plusieurs inégalités lunaires a longues périodes. Hansen ('), 
auquel Airy les avait communiquées, se mit à étudier de plus près l'action des 
planètes sur la Lune. Il trouva un grand nombre d'arguments qui conduisaient 
à des inégalités à longues périodes, et parmi eux un seul donnant lieu à un 
coefficient sensible. L'inégalité dont il s'agit, et dont nous avons déjà parlé, a 
été trouvée par Hansen égale à 

(a) -4- 1 6% o 1 sin (— / — 1 6 /' 4- 1 8 T 4- 35° 20', 27 ). 

Mais il arriva qu'en appliquant aux longitudes tabulaires les corrections (a), 
on ne faisait pas disparaître les résidus (a) calculés par Airy. Hansen reprit 
ses calculs, il tint compte des quantités du second et du troisième ordre par 
rapport k la force perturbatrice du Soleil, et il fut conduit ainsi à modifier 
beaucoup le coefficient qu'il avait obtenu dans une première approximation. U 
trouva, en effet, 

( a' ) -4- 27*, 4 si u (— / - 1 6 /' -r 1 8 1" 35° 20', 2 ), 



( ! ) Voir les Comptes rendus (le V Académie des Sciences, t. XXIV, 1847, et les Astronomie/te 
JSachric/iten, n° 597. 
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Il signala en outre l'autre inégalité, que nous ayons déjà considérée, et qui 
correspondait à l'inégalité d'Airy; la voici, telle que Hansen l'a donnée dans 
les Comptes rendus de 1847 : 

(P) -h 2$", 2 sin(8/*- i3/'-t- 3i5 .2o'). 

Hansen appliqua aux longitudes tabulaires les corrections (*') et (fi); il in- 
troduisit en même temps deux inconnues, les corrections de la longitude de 
l'époque et du moyen mouvement, et il trouva que les résidus (a) disparais- 
saient presque complètement, ou du moins qu'aucun d'eux ne dépassait i",2 
en valeur absolue. 

Les résidus donnés par Laplace, pour les époques 1691, 1706, 1764, 1779» 
1789 et 1801, étaient aussi bien diminués; car, à part un seul de ^",9, les 
cinq autres devenaient inférieurs à 1", 8. 

Toutefois, Hansen n'avait rien publié de ses calculs; il s'en montrait médio- 
crement satisfait, et se proposait de les reprendre en employant partout deux 
décimales de plus. 11 revient sur ce sujet, sept ans après, dans une lettre adres- 
sée à Airy {Monthly Notices of the Royal astronomical Society, t. XV, i854); il 
dit dans cette lettre : « La détermination précise de ces deux inégalités, par la 
théorie, est la chose la plus difficile que l'on rencontre dans la théorie du mou- 
vement de la Lune. J'ai cherché à deux reprises à déterminer leurs valeurs, 
par des méthodes différentes, mais j'ai obtenu des résultats essentiellement 
différents l'un de l'autre. Je suis occupé actuellement à leur détermination 
théorique par une méthode que j'ai simplifiée, et j'espère arriver bientôt à une 
conclusion définitive. » 

Dans ses Tables de la Lune, publiées en 1807, Hansen adopte 

(«') 4- i5",34sin(--/— i6/'-hi8r-*-33°36'), 

(P') 4-2i%47sin(8r--i3/'n-4<»4V). 

Le premier terme semble donc avoir été ramené à sa valeur primitive, obte- 
nue en tenant compte seulement de la première puissance de la force perturba- 
trice; quant au coefficient du second terme, il est en tout ou en partie empi- 
rique; il a été reconnu nécessaire d'altérer sa valeur théorique, pour représenter 
les observations de la Lune entre 17 >o et i85o. 

La dernière explication de Hansen sur ce point est donnée en 186 1, dans une 
lettre adressée a l'Astronome royal {Monthly Notices, t. XXXI) : « . . . Par ma 
dernière détermination théorique, je n'ai pas trouvé du tout insensible le coef- 
ficient du terme en 8/"— i3f, comme Delaunay; sans l'introduction de ce 
terme, les observations montrent à diverses époques des déviations notables qui 
disparaissent jusqu'à la dernière trace quand on l'introduit. Je considère donc 
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que son introduction est établie, et je me propose de procéder à une nouvelle 
détermination théorique de son coefficient; mais je ne peux pas le faire encore, 
avant d'avoir déterminé les coefficients restants. » 

Enfin, dans sa Dartegung, publiée en 1 865- 1 866, Hansen ne fait aucune 
allusion aux deux inégalités en question. 

Nous avons vu que Delaunay a retrouvé à peu près la première inégalité de 
Hansen, mais qu'il a trouvé la seconde égale seulement à o",27- Ce résultat a 
été confirmé par les calculs de M. Newcomb et de M. Radau. 
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SUR L'ÉTAT ACTUEL DE LA THÉORIE DE LA LUNE. 



177. La publication des Tables de la Lune de Hansen, en 1807, faite aux frais 
du gouvernement anglais, a été un grand événement scientifique; on a cru pos- 
séder enfin la solution définitive d'un problème si longtemps débattu. Hansen 
annonçait, en effet, que sa théorie représentait presque exactement les obser- 
vations les plus précises, c'est-à-dire les observations méridiennes faites depuis 
l'époque de Bradley, embrassant un siècle entier, de 1750 à i85o. 

Il ne semble pas que l'auteur des nouvelles Tables ait comparé systématique- 
ment à sa théorie toutes les observations faites pendant ces cent années, ou du 
moins il n'a pas publié la comparaison détaillée. Il donne (Monthly Notices, 
t. XV, p. 1 ; i854) le résultat de la comparaison pour les observations faites par 
Bradley en 175 1-52-53, résultat aussi satisfaisant que permettait de l'espérer la 
précision des observations de Bradley; les écarts sont, en effet, de l'ordre des 
erreurs d'observation. Hansen a fait ensuite le même travail pour les observa- 
tions méridiennes faites dans les années 1824, i832, i838,i843, 1844 et i85o; 
l'erreur moyenne d'une comparaison isolée a été trouvée de 2", 44» dépassant à 
peine celle qui correspondrait à l'observation d'une étoile. Enfin Hansen dit 
(loc. cit.) qu'il a comparé aussi à ses Tables une série d'observations méri- 
diennes faites à Dorpat, que les résultats étaient d'une précision admirable, 
mais qu'il en diffère la publication h la demande de W. Struve. C'est ainsi que 
s'est accréditée l'opinion que les Tables de Hansen représentent exactement les 
observations faites de 1700 à i85o; en fait, on peut admettre que, dans cet in- 
tervalle, les erreurs des Tables sont minimes et ne dépassent pas 1" ou 2" au 
plus. A partir de i85o, les erreurs des Tables de Hansen ont cessé de rester 
aussi petites; de i85o a 18G0, elles demeurent encore comprises entre \" et 2", 
mais elles atteignent 5" en 1870, 10" en 1880, et 18" en 1889. Les Tables ne 
représentent donc pas, avec l'exactitude voulue, le mouvement de la Lune après 
i85o; que donnent-elles avant 1750? 
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178. La question était intéressante; elle a été nettement résolue par 
M. Newcomb, qui a commencé par mettre en ordre tous les documents utili- 
sables; voici les principales sources auxquelles on peut remonter : 

T. Les récits plus ou moins vagues des anciens historiens conduisent à 
penser que, durant certaines éclipses totales de Soleil, l'ombre de la Lune a 
passé sur certaines régions de la Terre; ces régions ne sont pas toujours net- 
tement indiquées, et la date du phénomène est souvent indécise, quelquefois de , 
5o ans. 

II. Série des éclipses de Lune rapportées par Ptolémée dans son Almageste, et 
employées par lui pour servir de base à sa théorie de la Lune. — Ces éclipses, au 
nombre de 19, ont été observées à Babylone, Rhodes et Alexandrie ; elles vont 
de Tannée — 720 a -t- 136, embrassant ainsi un intervalle de plus de 800 ans. 
Chaque phase observée peut être en erreur de i5 m ou 2o m . M. Newcomb a con- 
clu de leur discussion les corrections suivantes des Tables de Hansen : 



= Obs. -- Cale. 



Époque. 

— 687. 

— 381. 

— 189. 

— 131 



— '17 

— 20 

— iG 



4 

5 



— -1 



On voit que l'on peut admettre avec assez de vraisemblance que, durant les 
huit siècles qui ont précédé l'ère chrétienne, les Tables de Hansen réclament 
une correction d'environ — 18'. 

III. Éclipses observées parles Arabes. — Ces observations sont contenues dans 
un manuscrit arabe dont quelques extraits seulement avaient été faits pour les 
Prolégomènes de Tycho Brade. 11 appartenait à la bibliothèque de l'Université de 
Leyde, fut prêté vers la fin du siècle dernier au gouvernement français et tra- 
duit, en 1804, par Caussin, professeur d'arabe au Collège de France, avec le 
titre suivant : Le Livre de la grande Table Hakémite... ; la plus grande partie des 
éclipses avaient été publiées un peu auparavant dans les Mémoires de l'Institut, 
t. II, an VII. Il s'agit d'éclipsés de Soleil et de Lune, au nombre de 28, obser- 
vées à Bagdad et au Caire entre les années 829 et 1004. Ce qui leur donne une 
importance assez grande, dans le cas des éclipses de Soleil, c'est qu'aux mo- 
ments du premier et du dernier contact, on a déterminé aussi par l'observation 
les hauteurs du Soleil, ou celles de belles étoiles, au degré ou au demi-degré 
près, il est vrai ; on a donc, pour la détermination de l'heure, des données beau- 
coup plus précises que dans le cas des éclipses de Ptolémée, et, bien que les 
éclipses des Arabes soient deux fois moins éloignées de nous que celles de 

t. — m. 52 
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Ptolémée, elles peuvent finalement avoir une précision presque équivalente. On 
ne dit pas toujours comment se faisait l'observation; cependant on voit que, 
pour quelques-unes, on regardait le Soleil par réflexion dans l'eau. M. New- 
comb a déduit de la discussion des observations les résultats suivants : 

Nombre 
de phases. 

3 



20 

IV. Observations faites en Europe avant l'invention des lunettes. — Il y a un 
premier groupe d'observations faites parRegiomontanus et Walther, un second 
par Tyclio Brahe; il s'agit toujours d'éclipsés. Le temps est déterminé encore 
par des hauteurs d'étoiles, avec une précision qui ne surpasse pas beaucoup 
celle des astronomes arabes. L'intervalle qui les sépare de nous étant moins 
grand, on ne peut pas en attendre de résultats meilleurs. M. Newcomb les 
laisse de côté; il s'étonne en passant qu'un observateur aussi infatigable que 
Tycho Brahe n'ait observé aucune occultation d'une belle étoile, telle qu'Aldé- 
baran. 

V. Observations faites avec les lunettes, mais sans chronomètre; Bouillaud et 
Gassendi. — L'application des lunettes à l'observation des éclipses et des occul- 
tations peut être considérée comme commençant avec ces observateurs; mais 
ils n'avaient pas de montre. Au moment même de l'observation, un signal était 
donné à un aide qui déterminait avec un quart de cercle la hauteur d'une belle 
étoile. Les observations utilisables s'étendent de 1621 à i652, et sont au 
nombre de 20 environ. Si chacune donne la longitude de la Lune avec une 
erreur probable de i5", l'erreur probable de la moyenne sera de 5" ou 6", et cor- 
respondra à une époque voisine de iG/jo. 

VI. Observations d'Hevelius. — Ces observations vont de 1G39 à iG83; avec 
elles commence l'emploi de la pendule dans les observations d'éclipsés et d'occul- 
tations; on la règle au moyen de hauteurs du Soleil ou d'étoiles. L'erreur pro- 
bable de chaque détermination du temps parait être de 24% et par suite celle de 
la longitude de la Lune 12" environ. Le matériel d'observations équivaut à 
4o occultations environ; on peut donc penser que l'erreur probable de la 
moyenne sera inférieure à 3"; l'époque moyenne est 1G75. 

VII. Observations des astronomes de Paris. — La fondation de l'Observatoire de 
Paris avait amené, dans la détermination du temps, un progrès très grand, à tel 
point que les occultations observées entre 1680 et 1720 sont souvent compa- 
rables pour l'exactitude à celles d'aujourd'hui. L'erreur probable du temps ne 



Époque. 

850... 
927. . 
986. . 



3,8 

4,5 



2,4 



■± 1,3 
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dépassait pas 2 S , correspondant à i" d'erreur sur la longitude de la Lune. Cela 
n'excède pas l'erreur provenant des irrégularités du limbe, laquelle parait être 
d'environ i". On peut donc admettre i",4 comme erreur probable d'une longi- 
tude de la Lune. L'erreur provenant de la position de l'étoile occultée est plus 
grande et aussi celle des perturbations tabulaires; ces deux dernières peuvent 
s'élever à 3". On peut compter que, de 1680 à 1720, on a l'équivalent de 
60 bonnes occultations observées à l'Observatoire de Paris : cela donne pour la 
moyenne, vers 1700, la longitude de la Lune à o",6 près. De 1720 à 1733, on a 
encore les observations de Paris et celle de Delisle à Saint-Pétersbourg; on peut 
compter sur une bonne occultation chaque année, à Paris et à Saint-Pétersbourg, 
de sorte que la longitude de la Lune est déterminée dans cet intervalle à moins 
de 2" près. La plupart des observations dont on vient de parler ont été extraites 
des manuscrits de l'Observatoire de Paris, que Delaunay avait mis obligeamment 
à la disposition de M. Newcomb. 

M. Newcomb a donc pu, à la suite d'un travail immense et magistral, obtenir 
les corrections c des Tables de Hansen, pour les époques comprises entre 1620 
et 1750. Afin d'atténuer l'influence des erreurs, il a pris des moyennes de 25 en 
25 ans, et c'est ainsi qu'il a formé le Tableau suivant : 

c. 

1625 -f- r >o rbi3" 1775 

1650 -h 39 =i= 5 1800 

1675 -t-32 ±1 1825 

1700 ai 1 1850 

1725 -+- 7 ±1 1875 

1750 o ±: 1 




On voit donc que les Tables de Hansen ne représentent pas bien le mouve- 
ment de la Lune avant 1700; elles ne le représentent pas non plus après i85o. Il 
serait intéressant d'avoir les comparaisons exactes entre 1750 et i85o, pour les 
observations méridiennes et les occultations. M. Newcomb dit que l'erreur des 
Tables pour 1875,0 a été trouvée de —9", 7 par les observations méridiennes 
de Greenwicli et de Washington; les occultations ont donné environ 2" de moins, 
de sorte que l'on a admis — 8". 

179. Pour chercher la cause des erreurs inadmissibles, avant 1750 et après 1750, 
il convient d'examiner les trois points suivants : le calcul des perturbations 
solaires; le calcul des inégalités à longues périodes; la détermination numérique 
des constantes. 

Les coefficients des inégalités solaires ont été calculés par Delaunay et Hansen 
par deux méthodes entièrement différentes, et leurs résultats ont été comparés 
par M. Newcomb (voir le n° 156). Malgré le peu de convergence des séries et 
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l'introduction médiocrement satisfaisante des compléments probables de Delau- 
nay, l'accord est grand. Les travaux de MM. Hill et Adams ont remédié en grande 
partie à la lenteur de la convergence des séries qui représentent les moyens 
mouvements du périgée et du nœud. Aussi est-on presque en droit de dire que 
le calcul des perturbations solaires de la Lune est pratiquement résolu. 

Il convient cependant de mentionner un travail important de M. Andoyer 
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. VI), Sur quelques inégalités de 
la longitude de la Lune, dans lequel l'auteur a vérifié par deux méthodes entiè- 
rement différentes quelques-uns des calculs de Delaunay. Il leur a apporté de 
légères corrections; il a trouvé, par exemple, que les termes en m* et m 9 , dans 
le mouvement moyen du périgée, doivent être remplacés par 

66702631253 8 29 726 828 924 1 89 9 

On ne doit pas s'attendre néanmoins a voir disparaître les erreurs des Tables 
en prenant les perturbations solaires de Delaunay à la place de celles de 
Hansen. 

Relativement au second point, nous rappellerons que, des deux inégalités de 
Hansen 

V,— l - i5*,34sin(-/- i6/ ; H- 18/"-+- 33° 36'), 
YV i 2!",/i7sin(8r — i3/'-i- 4°44')> 

la première a été confirmée par Delaunay, et la seconde réduite à ©",27. On doit 
désormais retrancher V 2 des Tables de Hansen, c'est-à-dire ajouter V 2 à la cor- 
rection tabulaire 

€ -z observation — calcul; 

mais alors l'accord cessera d'exister entre 1730 et i85o. 

Passons au troisième point. Hansen a adopté des valeurs déterminées pour les 
constantes elliptiques et pour l'accélération séculaire; il a pris s = i2",i7. Nous 
avons dit que ce nombre n'a plus de base théorique, Adams et Delaunay ayant 
trouvé par un calcul correct s = 6", 18. On verra d'ailleurs plus loin que ces 
deux valeurs de s permettent de représenter presque aussi bien l'une que l'autre, 
grâce a l'introduction d'une inégalité empirique, les observations faites de 
1625 à 1875. 

Quand on ajoute V 2 aux erreurs tabulaires c f elles prennent les valeurs £' 
indiquées dans le Tableau suivant : 

v,. c. 

162:» — 17', 1 ^ 33 

1650 — ai, 4 -4-18 
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1675 - i6*,8 ^-i5' 

1700 5,2 16 

1725 8,6 16 

1750 "'8,9 -f-19 

1775 - 'il ,'i -»-2i 

1800 14,7 i5 

1825 - 2,1 - 2 

1830 11,4 -11 

1875 -20 ,i —28 



180. La présènce du terme V 2 a fourni à Hansen une valeur du moyen mou- 
vement séculaire n (pour 1700,0) qui est sensiblement erronée; il y a donc lieu 
de faire varier n de 8/1; il convient aussi d'attribuer à l'accélération séculaire s et 
à la longitude moyenne de l'époque £ les variations às et Se. Mais il suffit d'un 
coup d'œil jeté sur le Tableau précédent pour voir qu'il n'existe pas de système 
de valeurs de $n, Bs et Se susceptible d'annuler pratiquement les quantités c\ 
La conclusion est donc que la théorie actuelle est impuissante à représenter 
avec précision l'ensemble des observations, de 162.5 à 1875. 

Tout ce que Ton peut faire, c'est d'introduire dans la longitude de la Lune 
une inégalité empirique 

R: A sin a/ -f- B cosa/, 

et de chercher à déterminer les quantités S/i, ds. Se, A, B et a, de manière à 
annuler les erreurs c'est ce qu'a fait M. Newcomb, et il a donné à a une va- 
leur telle que la période T= ^ de R soit égale a 273 ans, la période même 
de V f . On aura, pour atteindre ce but, onze équations de la forme 

> Ô\j «y <^L ^ » • . r» r ■ / 

de *f — on - * r- Os -r- A sin on l - H cos a / L - - L, -— t • 
on Os 

Il nous sera commode de supposer dans R le temps compté en années à partir 
de 1750; t devra donc recevoir les valeurs 

— 125, — 100, o, -;- a5, h ia5. 

Nous ferons 

25 a — w, 

de sorte que at prendra les valeurs 



— 5 M, 



— 4*/, •• •» °> u t -h OU. 
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Avec la valeur de T adoptée par M. Newcomb, on a 



™o° e qooo° 00 

— 273, u a5a — - — tz- — 33°. 

a ' àjô 

J'ai pensé qu'il serait intéressant de faire quatre calculs parallèles en prenant 
successivement pour u les valeurs 23°, 33°, 43° et 53°, auxquels correspondent 
ces valeurs de T : 39i ans , 273 ans , 2og ans et i7o ans . On verra mieux ainsi entre 
quelles limites on peut faire varier T sans cesser de bien représenter les obser- 
vations. 

J'ai obtenu les quatre systèmes suivants, dont le second est celui de M. New- 
comb : 







O/l. 


as. 


A. 


B. 


Pouls 


• 

—33 


8s 


-0,75 


- -o,56 


0,906 


— o,423 — 


I 


-i8h- 
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— o,5o 


-hO,25 


-°,999 


— o,o35 


I 


-i5h- 


8s 


— 0,25 


-+-0,06 


—0,934 


-^o,358 




-16-*- 


8s 


0,00 


0,00 


- °,7i9 


0,695 


5 


—16- 


8s 


-hO,25 


-'-0,06 


—0,391 


0,920 


3 


-19 + 


8s 


-0,50 


-0,23 


0,000 


-^1 ,000 


4 


— 21 -4- 


os 




-o,56 


4 0,391 


-0,920 


4 


— 15 ~- 


8s 


f- ! ,00 


-4- 1 ,00 


-» °>7*9 


+0,695 


4 


2 ~T~ 


8s 


-I .25 


1,56 


-^0,934 


-f-o, 358 


4 


H-I I — 


8s 


-1 ,5o 


- 2,25 


-^°>999 


— o,o35 


8 


28 -f- 


8s 


1 1,75 


-, 3,o6 


0,906 


o,423 


10 




A. 


B. 


A. 


B. 


A. 


B. 




0,259 


— 0,966 




—0,819 


0,996 


— 0,087 




~o,7(3 


0,669 


- 0,139 


— °,99° 


-+-o,53o 


—0,848 




—0,988 


-o,i56 


-°,777 


—0,629 


- o,358 


—0,934 




-0,914 


-0,407 


-0,998 


H-0,070 


-0,961 


—0,276 


• • 


—o,545 


-0,839 


—0,682 


-f-o,73i 


0,799 


-0,602 


• • 


0,000 
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- -I ,000 
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r-o,73i 


-^0,799 


-.-0,602 




-KO, 9l4 


0,407 


0,998 


-0,070 


-0,961 


—0,276 
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—0,629 


-+-o,358 


0,934 




0,743 


-0,669 
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-0,990 


— o,53o 


—0,848 
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-+-0,259 


-0,966 


-o,5 7 | 


-0,819 


—0,996 


— 0,087 



Dans les trois derniers groupes, je n'ai pas reproduit les termes qui sont les 
mêmes que dans le premier, afin d'abréger l'écriture. 

J'ai appliqué à ces équations la méthode des moindres carrés pour déterminer 
les inconnues Bn 9 A et B; j'ai cru toutefois avoir le droit de simplifier les 
calculs en prenant comme multiplicateurs, pour chaque inconnue, des nombres 
exacts d'unités ou de dixièmes, depuis 1 jusqu'à io (voir dans le t. VIII du Bul- 
letin astronomique le travail de M. Radau sur V Interpolation); je pense qu'on 
peut souvent opérer ainsi, parce que la détermination des poids à attribuer aux 
diverses équations comporte presque toujours un peu d'arbitraire. J'ai obtenu 
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ainsi les valeurs suivantes des inconnues, en regard desquelles je place les rési- 
dus & qui subsistent dans les premiers membres des onze équations de chaque 
groupe : 
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La dernière colonne contient les valeurs sC des résidus, quand on fait 
8s =- — 6",o, ce qui ramène l'accélération séculaire à sa valeur théorique. 

On voit immédiatement que le quatrième système (T = 1 70 ans) laisse peser 
sur les observations récentes des erreurs trop fortes pour qu'on puisse l'ad- 
mettre. 

Nous allons calculer maintenant, d'après nos trois premiers systèmes, la cor- 
rection des Tables de Hansen, en 1889,0; cette correction aura pour expression 

<5g 4- 1,89 dn 4- 3,07 ds 4- A sin (5,56m) 4- B cos(5,56u) — Vi, 

V 2 étant d'ailleurs égal à — 2i",4- On trouve ainsi les corrections C suivantes, 
avec les résidus A = C -h 17", 4» la correction moyenne observée étant — 17", 4. 
d'après M. Stone. 



T. u. C. C\ A. A'. 

391 23 — 20, i -H o, 17 6.v — — -2,7 4- o, 17 ÙS — 3,7 

•273 33 — 15, 1-4-0, 38 — 17,4 4- 2,3-f-o,38 0,0 

209* 43 — 7>8-+-°> 6 9 — »i,9 9> 6h -°> 6 9 +■ 5 , 5 

170 53 -+-0,44-0,87 — 4,9 -4-17,84-0,87 4-12,5 



On voit que, si l'on suppose 8s = o, pour reproduire la correction observée, 
il faudrait attribuer à u une valeur un peu plus petite que 33°, et par suite à T 
une valeur un peu plus grande que 273 ans. Avec l'accélération théorique, 
8s = — 6", les résidus deviennent — 3", 7, o",<>, 4-5", 5 et 4- 12", 5; le second 
système représente donc exactement la correction observée en 1889; nous avons 
dit que ce second système est k peu près celui de M. Newcomb. 

Nous allons donner un Tableau d'ensemble pour montrer comment les obser- 
vations sont représentées : de 1620 à i85o, nous empruntons de 10 en 10 ans 
les corrections des Tables de la Lune de Hansen, affectées du terme empi- 
rique V 2 , à M. Neison (Mémoires de la Société Royale astronomique de Londres, 
t. XLVIII, p. 369; 1884), qui les a lui-même interpolées d'après les résultats 
de M. Newcomb. Pour les années 1830-1888, nous avons tiré ces corrections, de 
2 en 2 ans, des données publiées chaque année par M. Stone, en groupant 
chaque correction avec la précédente et la suivante pour atténuer les erreurs. 
Les nombres C et C désignent les corrections calculées par la formule 

— Vj - ôe 4- (/ — 1700) on -h (t -- Î700) 2 ds 

4- Asin[i°,32(/ — i75o)] 4- B cos[i°,32(* — i75o)], 

où Se, 8n, A et B ont les valeurs qui correspondent à u = 33° (p. 4*5), et où 
l'on donne a os les valeurs extrêmes o et — 6",o; on a écrit i°,32 au lieu de ~ - 

2 

désigne la correction observée; enfin, on a formé les différences — C et 
— C, qui donnent une idée de la représentation. 
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La représentation est satisfaisante en général; toutefois, il subsiste des 
indices d'une autre inégalité, à période moindre et ayant un coefficient de 2" 
a o . 
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181. On voit que, jusqu'ici, on a eu recours seulement aux observations 
modernes pour déterminer les inconnues Se, Sn, A et B au moyen de Bs et des 
quantités connues. Pour trouver Bs, il faut s'adresser aux deux groupes d'obser- 
vations anciennes. Ces deux groupes ont fourni à M. Newcomb (loc. cit., p. 264) 
les équations suivantes : 

Éclipses de Ptolémée. 



Dates. 6e. 6n. 6*. Poids. 

— 687 0,017 — o,4o -f-9,55 = — 11 3 

— 381 0,017 - o,35 -H7,*8 =—27 2 

— 189 0,017 — o,3i ^-5,95 = — 20 4 

-+-134 0,017 — 0,26 — *— 4 » 1 1 = — 16 3 



Éclipses des Arabes. 

Dates. 6e. 6/1. 6j. Poids. 

-+-850 0,017 — 0,14 -1-1,20 =— 4,4 8 

-+-927 0,017 — o,i3 -H>,99 =— i»i 16 

-4-986 0,017 —0,12 -K>,84 =—4,8 3o 

On a négligé les termes Àsinai et Bcosal, comme on pouvait le faire; les 
seconds membres exprimaient d'abord des minutes d'arc : on les a ramenés à 
exprimer des secondes, en divisant les deux membres de chaque équation 
par 60. Il faut maintenant substituer 

de =-{- 24^,24 — 0,246*$, 
in = — 26^87 — i,i8&, 

ce qui donne, pour les deux groupes, 

Ptolémée. Arabes. 

m m 

10,02 Ss = — 22, 1 ,37 85 = — 8,6, 

7,69&=r — 37, I,l4<Î5r=— 5,0, 

6,32 Ss = — 29, 0,98 Ss = — 8,4. 

4,42 Ss — — 23, 

Chacune des sept équations donne une valeur négative de 8s; le coefficient 
$o = i 2", 17 de Hansen est donc certainement trop fort. En ayant égard aux 
poids, les éclipses de Ptolémée donnent, à elles seules, 

Ss = — 3", 87; s = s Q +Ss = 8',3. 



Les éclipses des Arabes donnent de leur côté 
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On tire de l'ensemble 

Ss = — 5", i ; s = f y i . 

M. Newcomb a trouvé pour l'ensemble s = 8" ,8; nous arrivons à 7",!, valeur 
très voisine du chiffre théorique; la différence tient au mode de calcul employé. 
M. Newcomb a déterminé 8s, 8n et Se par toutes les observations anciennes et 
modernes, en négligeant A et B; il n'a retenu que la valeur de 8s, et a calculé 
ensuite les valeurs de Se, 8n, A et B qui satisfont le mieux à l'ensemble des ob- 
servations modernes. 

La valeur 8s = — 5",i» étant substituée dans les équations (1), laisse dans les 
premiers membres les résidus suivants : 

-3i', -+- 1',6, 

— a', -o',8, 

- 3', +3', 4. 
o. 

Il y a donc un résidu très fort et tout à fait anormal. M. Neison a expliqué 
(Monthly Notices, t. XXXIX, 1878, p. 73) que cela tient à ce qu'un poids trop 
grand a été assigné à l'une des trois éclipses qui ont servi à obtenir l'erreur 
des Tables pour — 687, et que cette éclipse est discordante. Si l'on supprimait 
la première des équations (1), on trouverait 8s = — 5",87, $ = 6",3, c'est- 
à-dire l'accélération théorique. 

On voit ainsi qu'il est possible de représenter les éclipses de Ptolémée et 
celles des Arabes par l'accélération théorique; on n'aurait donc pas besoin 
d'invoquer l'influence du frottement des marées pour produire un ralentisse- 
ment progressif dans la rotation de la Terre, ayant pour effet une accélération 
apparente du mouvement de la Lune. On éviterait de la sorte le double inconvé- 
nient de toucher à la base fondamentale de la mesure du temps, et d'introduire 
dans la théorie de la Lune un nombre empirique qui, ne pouvant être déterminé 
par le calcul, empêcherait d'arriver à des résultats définitifs, alors même que 
toutes les autres difficultés auraient été surmontées. 

182. Cependant il subsiste une grave objection contre cette manière de voir : 
les éclipses chronologiques, qui sont bien représentées par l'accélération 
de 12", le sont beaucoup plus mal par l'accélération théorique de 6". Les prin- 
cipales de ces éclipses sont celles de Thaïes, de Larissa, d'Agathocle et de 
Stiklastad. 

Éclipse de Stiklastad. — Elle se produisit pendant un combat que les guer- 
riers chrétiens, sous la conduite du roi de Norvège, Olaf le Saint, livraient à 
une armée de paysans païens révoltés. Voici ce qu'en rapporte Snorre Sturlason : 



420 



CHAPITRE XIX. 



<( Le temps était beau et le Soleil brillait; mais, quand la bataille eut com- 
mencé, une teinte rougeâtre se répandit sur le ciel et sur le Soleil, et, avant 
que le combat fût terminé, l'obscurité devint aussi grande que pendant la nuit. » 
Hansteen, qui a publié un Mémoire sur cette éclipse (Astron. Nachr. de 1849), 
a déterminé avec certitude la position du champ de bataille où elle a été vue, et 
il a fixé la date de l'éclipsé au 3i août io3o. Or, dans une Note récente {Astron. 
Nachr., nov. 1888), M. Hjort dit que les sources historiques, laissées de côté 
par Hansteen, permettent d'établir que la bataille a eu lieu le 29 juillet; c'est ce 
qui résulte de l'Ouvrage de M. Maurer(Z)ie Bekehrung des norwegischen Staminés 
zum Christenthume, t. II, p. 53i-54o). S'il en est réellement ainsi, l'éclipsé 
aura eu lieu- plus d'un mois après la bataille; on ne sait plus rien sur le lieu de 
l'observation, et l'éclipsé doit être rayée de la liste des éclipses historiques. 

Éclipse de Larissa. — On lit dans Xénophon : « Lorsque les Perses succédè- 
rent aux Mèdes dans l'empire, le roi des Perses assiégeant cette ville (Larissa) 
ne pouvait la prendre par aucun moyen; mais un nuage en couvrant le Soleil 
produisit une telle obscurité que les hommes sortirent de la ville, et c'est ainsi 
qu'elle fut prise. » D'après les détails que donne Xénophon, il parait certain 
que Larissa n'est autre que la moderne Nimrod. Mais le phénomène dont il 
s'agit est-il bien une éclipse totale de Soleil? Le texte dit que c'est un nuage 
(vsçeXy)) qui couvrit le Soleil. Airy n'hésite pas en faveur de l'éclipsé totale, 
et, en cherchant tous les phénomènes de ce genre qui ont eu lieu dans un in- 
tervalle de 4° ans comprenant la date probable de la prise de Larissa, il trouve 
qu'il y eut, à Nimrod même, une éclipse totale de Soleil le 19 mai de l'année 547 
avant Jésus-Christ. M. Newcomb se laisse convaincre moins facilement et il fait 
remarquer judicieusement que, parce que l'on a trouvé dans un intervalle de 
4o années une éclipse totale observable à Larissa, il n'en résulte pas nécessai- 
rement l'identité de ce phénomène avec celui qui a fait évacuer la ville. 

Éclipse d' Agathocle. — Agathocle, étant bloqué par les Carthaginois dans le 
port de Syracuse, profita d'un relâchement momentané dans le blocus pour 
s'échapper du port et se diriger vers la côte d'Afrique, où il parvint au bout de 
six jours. Pendant qu'il naviguait ainsi, le second jour, il fut témoin d'une 
éclipse totale de Soleil. Voici comment Diodore de Sicile rapporte le fait : 
« Comme Agathocle était déjà enveloppé par l'ennemi, la nuit étant survenue, 
il s'échappa contre toute espérance. Le jour suivant, il se produisit une telle 
éclipse de Soleil que l'on pouvait croire qu'il était tout à fait nuit, car les 
étoiles apparaissaient de toutes parts. De sorte que les soldats d'Agathocle, 
persuadés que les Dieux leur présageaient quelque malheur, étaient dans la 
plus vive inquiétude sur l'avenir. » 

Ici, pas de doute possible; avec l'apparition des étoiles, c'est bien une éclipse 
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totale de Soleil. Malheureusement, c'est la position du lieu d'observation qui 
n'est pas exactement connue, car on ne sait pas si Agathocle est allé directe- 
ment vers l'Afrique ou s'il a fait le tour de la Sicile en prenant le nord de cette 
île. On paraît être d'accord sur la date de l'éclipsé, que l'on fixe au i5 août de 
l'année 5io avant Jésus-Christ; mais, par une singulière fatalité, les limites 
admissibles dans la position d'Agathocle correspondent presque exactement 
aux limites entre lesquelles on peut faire varier l'accélération séculaire, de 
sorte que cette éclipse si bien décrite ne permet pas d'assigner à cette accéléra- 
tion une valeur définitive. 

Éclipse de Thaïes. — On lit dans Hérodote : « Après cela, les Lydiens et les 
Mèdes furent en guerre pendant cinq années consécutives; dans cette guerre, 
souvent les Mèdes furent vainqueurs des Lydiens, souvent aussi les Lydiens 
vainquirent les Mèdes; une fois même, ils se battirent la nuit. Or, comme la 
guerre se poursuivait avec des chances égales des deux côtés, la sixième année, 
un jour que les armées étaient aux prises, il arriva qu'au milieu du combat le 
jour se changea subitement en nuit; Thalès de Milet avait prédit ce phénomène 
aux Ioniens, en indiquant précisément cette même année où il eut lieu en effet. 
Les Lydiens et les Mèdes, voyant que la nuit succédait subitement au jour, 
mirent fin au combat et ne s'occupèrent plus que du soin d'établir la paix entre 
eux. » 

Il paraît probable que le phénomène signalé par Hérodote est une éclipse 
totale de Soleil; mais le lieu où il a été vu n'est pas indiqué; on sait seulement 
qu'il doit être situé en Asie Mineure, ou au moins très près de cette contrée. 
La date du phénomène n'est pas mieux fixée : Pline la met à la quatrième année 
de la 48 e olympiade, Clément d'Alexandrie vers la 5o c olympiade. 

Les divers auteurs qui en ont parlé font varier la date depuis le i er octobre 583 
jusqu'au 3 février 626 avant J.-C. Pour Baily et Oltmans, elle aurait eu lieu le 
3o septembre de l'an 610; pour Airy, le 28 mai de l'an 585; cette dernière date 
est d'accord avec celle de Pline. 

M. Newcomb trouve que trois points seulement sont nettement établis : 

Qu'une bataille entre les Lydiens et les Mèdes a été terminée par une obscurité 
subite; 

Que, le 28 mai de l'an 585, l'ombre de la Lune a passé sur l'Asie Mineure, 
ainsi que cela résulte des calculs fondés sur les Tables; 
Enfin que Thalès a prédit une éclipse. 

Mais que ces trois phénomènes se rapportent à un seul et même événement, 
c'est ce que M. Newcomb ne regarde pas comme démontré. 

Il semble en somme que les récits des anciens historiens sont trop vagues 
pour que l'on puisse s'en servir afin d'éclairer la théorie de la Lune; c'est 
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plutôt à la théorie de donner des indications sur les dates des phénomènes et 
les lieux où ils ont été observés. 

Cependant, il faudrait avoir égard aussi à un Mémoire important de M. Ginzel, 
Astronomische Untersuchungen uber Finsternisse (Mémoires de l'Académie des 
Sciences de Vienne, i883 et 1884). 

M. Ginzel, après de longues et patientes recherches, a pu réunir des docu- 
ments concernant 45 éclipses totales de Soleil, échelonnées depuis l'an 346 de 
notre ère jusqu'à l'année i4i5, et dont 2 seulement avaient été discutées déjà 
par M. Celoria; il a trouvé surtout de précieux matériaux dans les chroniques 
des monastères du moyen âge. Il n'est pas question d'heures exactes pour les 
phases; on se borne à dire qu'en tel lieu le Soleil a été éclipsé, et, dans un assez 
grand nombre de cas, qu'on a vu apparaître les étoiles. M. Ginzel a conclu de 
sa discussion que l'accélération séculaire adoptée par Hansen devait être un peu 
diminuée, et ramenée seulement à n",47- H serait très important d'examiner 
si ces éclipses, principalement les 17 comprises entre les années ^33 et 1267, 
dont l'époque moyenne diffère peu de celle qui correspond aux éclipses arabes, 
peuvent être représentées avec une accélération de 6" à 7", et en appliquant au 
moyen mouvement de Hansen la correction que nous avons indiquée. Mais je 
pense que nous devons faire un choix dans les documents : M. Ginzel a pour 
telle éclipse totale, celle de n33, par exemple, 78 récits, de l'ensemble des- 
quels il déduit une correction moyenne de la zone de centralité; il vaudrait 
peut-être mieux garder ceux des récits qui sont très nets, qui affirment que l'on 
a vu les étoiles, les discuter séparément et laisser les autres de côté. Il s'agirait 
de voir si, avec les corrections indiquées pour 8n et $s, l'éclipsé reste totale 
dans les lieux où l'on a dit nettement qu'elle l'était. 

Il nous faut parler des recherches de M. Schjellerup sur les anciennes éclipses 
chinoises (voir Copernicus, t. I, p. 4i-47); mais les données sont ici très peu 
précises. L'auteur parle, en effet, de 36 éclipses de Soleil mentionnées dans les 
Annales de la Chine, et il en choisit 3 qui sont mentionnées comme ayant été 
totales, dans les années 708, 600 et 548 avant J. C. Les mois dans lesquels on 
les a observées ont dû être corrigés, pour les deux premières. Il arrive, en outre, 
que ces éclipses ne sont pas très bien représentées par l'accélération de Hansen; 
il est vrai qu'elles le sont encore plus mal avec celle de MM. Adams et Delaunay, 
car il faudrait, pour avoir des éclipses totales, changer de 3o° la longitude du 
lieu où l'on suppose qu'elles ont été observées. Le résultat n'est guère meilleur 
en adoptant, avec Airy, la correction S/i = — 36". Il ne semble pas qu'on puisse 
en tirer une conclusion assurée pour ou contre l'accélération théorique. 

183. Nous pensons que la question peut se diviser en deux autres, celle de 
l'accélération séculaire et celle d'une ou de plusieurs inégalités à longues 
périodes, encore inconnues. On peut laisser de côté la fixation du coefficient de 
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l'accélération séculaire, car elle ne joue qu'un rôle secondaire quand il s'agit 
de la comparaison des observations des deux derniers siècles. 

Mais, quelle peut bien être la cause des inégalités à longues périodes que 
cette comparaison met en évidence? On pouvait penser que les inégalités prove- 
nant de l'action des planètes n'avaient pas encore fait l'objet d'une recherche 
systématique suffisamment étendue. Le Mémoire de M. Radau, qui a paru dans 
le Tome XXI des Annales de l'Observatoire, et dont nous avons rendu compte dans 
le Chapitre précédent, répond à cette question; il parait bien établi qu'en 
dehors de l'inégalité qui dépend de 16T — 18V, il n'en existe aucune dont le 
coefficient dépasse une fraction de seconde. Néanmoins, l'ensemble des inéga- 
lités nouvelles et des corrections des anciennes, signalées par M. Radau, mérite 
d'être pris en considération, car leur somme peut s'élever, en certains cas, à 
plusieurs secondes d'arc; ce qui est très important quand on songe que Delau- 
nay s'était préoccupé des millièmes de seconde dans les coefficients des inéga- 
lités solaires. Cela n'explique pas les désaccords, mais permet de les régulari- 
ser, et de mettre mieux en évidence les inégalités qui sont encore inconnues. 
Enfin il y a peut-être lieu de se préoccuper de la convergence des séries ordon- 
nées suivant les puissances de m. 

Nous rappellerons, en terminant, que la correction totale apportée par M. New- 
comb aux Tables de Hansen est 

A=z — i", 14 — 29", 17* — 3", 86 V,— o",o9 sinA — i5",49C0sA, 

où 

A = i8V-i6T-/; 

1 est le temps compté en siècles à partir de 1800. La formule empirique à 
laquelle nous sommes arrivé de notre côté est 

A' = H- 24", 24 — o , à4o ds — (26", 87 H- 1 , 1 79 ds ) V -f- ds. t'* — V, 
H-(i4 ff ,5oH-o,i36&)sin(i32°x i") 
-M 9", 19 H- o,7o6ôs)cos(i32° x t a ) 9 

où et t" désignent des nombres de siècles comptés respectivement à partir de 
1700 et de 1750. On a 

ls — — 6", o, *'=*-+- 1, - , 

2 

et la correction devient 

A' =z + 25", 68 — i 9 ",8o(*-hi) -6",oo(*»h-2*-+-i) 

H- 1 3", 67 sin ( 1 32° + 66°) h- 4" , 95 cos ( 1 32° x t h- 66° ) — V, 
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ou bien 

A' = - o\ 1 2 — 3 1 ", 8o t — 6", oo t* — V, -h 1 4", 54 sin ( 1 32° x t h- 85° 54' ) ; 
; est maintenant compté en siècles à partir de 1800. 

Si l'on persistait à maintenir dans la comparaison des observations modernes 
l'accélération de Hansen, ce qui reviendrait à faire Ss = o 9 il faudrait, pour 
représenter Terreur tabulaire en 1889, admettre une valeur de u comprise entre 
a3° et 33°, 28 par exemple, et pour T une valeur peu éloignée de 32o ans. 
Pour fixer cette valeur de T, un nouveau calcul serait nécessaire. 

La théorie de la Lune se trouve arrêtée par la difficulté que nous venons de 
développer; déjà, à l'époque de Clairaut, la gravitation paraissait impuissante à 
expliquer le mouvement du périgée. Elle triomphera encore du nouvel obstacle 
qui se présente aujourd'hui; mais il reste à faire une belle découverte! 
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104 


1 on remontant 


b = ( )s A t 6 


Ï07 


7 


*> v, 


107 


8 


*<v, 


107 


'7 


supé- 


107 


19 


k< 


127 


i3 et 12 en rem. 


r » °> ?» 


127 


1 1, 6 et 4 en rem. 


r, et cp 


i38 


1 1 





148 


12 


cos/3 


161 


1 en remontant 




166 


12 


I = 27T. . . . 


190 


10 


(v4-«})(v -+-*}) 


'9' 


9 


A î> «11 <?ïi 


192 


2 en remontant 




■99 


i3 




217 


H 


2 



p I/ 2 tfb) £&t 



- fdm<\ 

dm = pu 1 du sin 6 tf6 rf<|* 

donnent, en prenant pour N 
la normale intérieure, 

désignant par dn un 
on 

intérieure 
dans le sens 
Changer les signes des formules 
point M' 
expressions X — — P.r, . . . 

formules X = — P x, ... 
le produit par w du moment 
(<*') 

b rrz ( )i~*tl 

*<V, 
*>V, 
infé- 

*> 

r u ^1» ?iî 
r t> ôj, et «pi 

S 

COS/i 

2?.r*.r- 

I = 27C*. . . 

(v+«5)«(v-4-4$)« 



7,2 a S r 2 „\ 

u pi u p> ^pt a p 



a 



bl — al 



1 -P. 



a 



2 «5 



b* 



Rétablir dans ^ les ^ oubliés 



R 



6 
5 



ERRATA. 



Pages. Lignes. 

235 II 

252 10 en remontant 
i5i 2 en remontant 

253 8 en remontant 

253 3 en remontant 

264 1 en remontant 

271 2 



289 10 en remontant 
3o5 6 

307 10 en remontant 



3i3 

3i3 
3i 9 

354 



5 en remontant 
2 en remontant 

9 



Au lieu de 

(vni) 

ê de <j 



I 
r 



r 
r* 



(25) 



1 . 3 . . . (' a n — 1 ) I" 1 

[ ]: 

da 
. 6 



a 3 



U<») 

fonction r 
de Clairaut 



Lises : 

(X) 
de coso* 

1 r' 

1 .3. . .(?.// — or i 

2» ; 

2.4. ..2/1 l J 

da . 
6 

~ a* 

fonction F(r) 
de la formule de Clairaut 



Les fautes ci-dessus nous ont été signalées principalement par M. L. de Bail. 
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